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第 一 音 ” 集 合 及 其 基数 


实 变 函 数论 是 在 集合 论 的 观点 与 方法 渗入 数学 分 析 的 过 程 中 
产生 的 ， 对 特定 的 集合 按 某 种 要 求 作 分 解 与 组 人 台 ， 基 实 变 凋 数论 
中 的 -种 基本 的 论证 手法 ， 因 此 我 们 现存 先 介 绍 . - 些 有 关 和 集合 论 
雹 基本 知识 . 


§1 集合 及 其 运算 


一 个 集合 是 被 我 们 看 成 了 一 个 单一 些 体 的 一 些 “ 事 移 " .这 些 
“事物 " 称 为 这 个 集合 的 元 素 ， 如 果 半 是 一 个 华 台 , 7 是 4 的 元 素 ， 
出 记 为 zE4. 读 作 ** 属于 小 ; 7 不 是 4 的 元 素 这 一 事实 记 为 
4E4 或 xz64, 读 作 “z 不 属于 47， 1 

我 们 说 集合 4 已 经 给 定 ， 就 是 说 对 王 任 意 "事物 "z, 我 们 都 兹 
鉴别 xz 是 否 是 4 的 元 素 , 即 鉴别 xzE4 和 #4 中 是 哪 一 个 成 并 ,一 
般 涪 来 ,这 两 个 式 子 中 应 让 有 一 个 而 且 上 只 有 - -个 成 立 . 

上 面 我 们 把 集合 “看 成 了 一 个 单一 整体 " 足 说 我 们 认为 集合 和 
组 成 这 个 集合 的 那些 元 素 是 不 同 的 ， 我 们 着 上 腿 的 不 是 这 些 元 素 中 
一 个 个 的 “事物 "， 而 是 认为 这 些 * 事 物 "已 组 成 了 一个 整体 ,因此 
如 果 工 是 某 一 “事物 ”, 当 我 们 说 3 为 元 素 榴 成 一 集合 "时 ,这 个 
集合 和 8 本 身 就 是 不 同 的 东西 了 ， 尽 管 庆 个 集合 中 就 只 有 一 个 陆 

我 们 可 以 用 己 有 的 "事物 " 作 元 业 构 个 省 种 各 样 的 集合 。 例 如 
将 1,2,3 三 个 数 放 在 一 起 看 成 -个 整体 , 便 得 到 一 个 集合 , 可 以 记 


.为 {1, 2, 3}， 此 处 我 们 用 { 1} 表示 把 括号 中 的 那些 “事物 "散在 一 


起 看 成 一 个 整体 的 章 思 . 这 种 用 加 上 播 号 来 表示 构成 集 含 的 办 


= 


法 ,我 们 以 后 将 经 常 引用 ， 如 {2, 4 5,8h 1 33 -2 分 别 表 
示 由 2,4,6,8 这 四 个 数组 成 的 集合 和 由 1 玉 , 证 ,…… 元 ，… 这 样 的 
无 穷 多 个 数组 成 的 集合 ， 一 般 说 来 ， 如果 zz) 契 一 个 与 之 有 关 的 
条 件 ( 或 命题 )， 则 所 有 合乎 这 个 条 件 ( 或 使 这 个 命题 成 立 ) 的 7 所 
构成 的 集合 异 记 之 为 {2; pCz)}， 例 如 当 p( 罗 是 " 数 x 的 平方 综 王 
1” 这 一 条 件 时 , {2; (2)} 就 是 {一 1,1}， 叉 如 果 吾 忠 一 个 事先 给 定 
了 的 集合 ， 则 本 si p(x)] 恒 天 示 百 中 所 有 使 条 件 P(x) 满足 的 “所 
构成 的 集合 , 也 就 是 {x; xEB,p(z)} 例如 当 了 (zx) 是 一 个 给 定 的 实 
函数 且 a 是 一 个 常数 时 ，EB[z; 了 (z) 渤 4] 就 是 妞 中 抽 些 使 f(z) 大 于 
4 的 zx 所 构成 的 集合 .自然 这 里 的 召 应 是 某 个 已 事先 给 定 了 的 
集合 . 

我 们 说 两 个 集合 4 和 8B 是 相等 的 , 记 为 4=B, 就 是 说 它们 所 
和 包含 的 元 素 相同 ， 即 它们 实际 上 是 同一 个 集合 ， 例 如 {zx; x 二 1} 
一 { 一 1,I}. | . i 

设 4,3 是 两 个 集合 , 如 果 属 于 4 的 元 素 都 属 二 了 ， 则 说 有 4 租 
含 于 B 或 4 是 8 的 子 集 ， 记 为 4CB, 4 包含 于 B 了 可 以 说 成 吾 包 
含 4, 而 记 为 8B 刁 4. 

不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 或 虚无 集 ， 记 作 驴 ， 它 是 任何 
集合 的 闻 集 . 

对 于 任何 集合 4, 4 二 4 总 成 立 , 所 以 4 也 是 4 本 身 的 子 集 , 如 
果 BC4,B 关 4, 则 BB 是 4 的 子 集 ,但 还 不 竺 于 4, 则 说 BB 是 4 的 
页 子 集 . 

下 述 两 个 定理 是 显然 成 立 的 . 

定理 1 4A==B 的 充 要 条 件 是 4CB8, 且 BC4. 

定理 2 如 果 4CB, BCCO, 则 4C6C, 

设 4, 互 是 两 个 给 定 的 集合 ,将 它们 所 共有 的 元 素 拿 来 构成 一 
和 人 


个 新 的 集合 , 称 为 4 和 B 的 交 , 记 作 4N 8 或 4B, 因 此 
ANB={x;7zEA4 HseEB}. 

例如 4={1,2,3,4}, B=={3,4,5,6},C 一 {6,7,8}), 则 

ANB={3,4}, BNC= {8}, ANC=8, 
一 般 说 来 ,如 果 4 是 一 集合 ,对 于 短 -- ME 4 都 相应 地 给 定 了 一 个 
集合 4 则 我 们 就 说 给 定 了 (以 4 为 下 标 集 的 一 族 集 合 ， 这 时 这 
族 集 合 的 交 定义 为 

{z; 对 每 一 iE 都 有 zE4]， 


记 为 站 4 如果 A= 人 ,2,…, 习 或 {1,2,3,…,8,:…); 则 上 述 奖 这 
分 别 简 记 为 门 4 和 月 4.， 所 以 


扫 生 ={z 对 任何 正 整 数 凤 都 有 2E4,}. 


留 卫 若 An= {2 01 n=1,2, 3 则 


持 [.] 
NN 4:={5;0<2<1+i}=4,, (| 4.= (0<r<1). 
z=1 和 一 全 
例 2 若 4 nrnt| 二 1 ;2,3,*…, 则 
门 丸 = 多 
必 一 二 


1 1 
例 3 若 4 一 fr; 3 + 唱 


4 人 1) 让 4 =- 
N44={s -ia 有 4 


新 4 车 二 是 全 体 实数 所 构成 的 集合 ,d= {4 A 之 001， 
算 4, 则 | 


门 4.=. 


两 个 集合 4 和 B 的 并 定义 为 
{z 2E4d 焉 2zE 呈 } 


记 为 4UB. 价 如 {1,2, 3, 4} {3,4,5, 6} = 二 {1,2,3,4,5. 6} 同样 ， 


械 为 下 标 集 的 一 族 集合 {4,},e4 的 并 就 是 
U 2 二 人 有 AEA, 使 *EA4,), 


站 后 林 


当 A={1,2, “ey nj} 或 {1,2， “yy 上 |， 分 别 有 


4= {35; 有 ijt 使 xE41}， 
t=1 


UU 4.={z 有 正 整 数 凤 使 xE4， 


好 一 1 


例 5 项.44 一 112 一 IT<r 扫 人 一 1 23 …， 则 


U4.= :50<<g<col = (00, 00). 


" 1 1 1 1 
Uj 4 一 le 一生 一.=| 一 17 训 1 一 二 | 


t=1 


2 


UD 4.= {fs;—1<r<1} =(—1,D, 


例 7 设 4 是 大 于 零 而 小 于 1 的 全 体 有 理 数 均 成 的 集合 ， 轨 ， 
= {z; 和 v2 ,AEA. 则 


U 人 (0,2). 


处 声 并 


当 4 站 如 = 和 好 时 ， 我 们 说 4 和 召 不 ( 相 ) 交 . 对 于 和 集合 族 
{dil gd 如 果 对 任意 4 Ed WW 六 都 有 at 站 Aan 二 疗 ; 则 说 


这 族 集 合 是 互 不 相交 的 或 两 两 不 交 的 . 


根据 交 与 并 的 定 交 立即 可 得 ; 
定理 3 下 到 各 式 恒 成 立 : 


(1) AU CBUCY= (AUBIUC, ANCBNO= ANBD NO 
(2) AN CBUCY = (BUONAS CANB YU (ANO); 


(3) AUAQ=4,ANA=A, 
定理 #4 
(1) ANBCACAUB. 


(2) 车 4CB CGE), 则 [4 5 


站 后 并 | 


AED, WE) AEO. 


Ed 


G3) 六 CB CED, 风门 4 门 B， 特 别 是 医 CCB, 


= | 


GED, CC NB 


| 


| 


(5) AN (WB:)= = [Gan BB). 


下 后 昌 | 


特别 是 车 41CC 


| 


证 明 以 (2)，(5) 的 证 明 为 例 ， 先 证 (2)， 由 并 的 定义 ,如 果 
zE 【| 4, 则 应 有 XE 外 使 zE44 :而 如 CB ,所 以 有 zEBs ,从 


而 zs 机 BB, 这 说明 十 44 己 隅 8B 是 成 立 的 . 


| 上 三 志 尹 蝶 用 


ee 


再 证 (5)， 这 又 分 两 步 . 

第 一 步 证 明 AN( Ua) U (4BY)， 兴 AN( Us) z 
纪 . 任 取 *E4 nN( Us) 由 交 的 定义 ,+E4 并 且 es, 再 根 
据 和 集合 并 的 定义 可 知 有 HE4 使 *EB， 于 是 zE4mB。， 有 从 而 
zeU (4 门 B)， 所 议 4n(Y)eUy (ANB,). 

第 二 步 证 明 [ (AN BS) CAN (U5 由 并 的 定义 ,如 果 xzE 
U (4mB,), 则 有 2EA, 使 szEAN By 于 是 zxE4 且 zEB 从 ze 


并 捷 属 


因 w 便 知 zE【】B,， 而 已 知 xE4, 所 以 seAN( WU By， 这 证 朋 了 


及 


U (ANBJIC-N (UY ?小 由 定理 1， 


AN( U B=U (4mBa)。 ”证 完 . 


对 于 两 个 给 定 章 集合 4, 8B, 我 们 定义 4 一 BB 为 

A~B= {rx;zEA, zsEB}. 
翻 4 一 B 是 由 属于 4 而 不 属 手 吾 的 那些 元 素 构 成 的 集合 . 注意 ,一 
般 说 玉 {4 一 B) UB 未 必 竺 于 4( 参 见习 熏 第 1 题 ;. 如 果 已 知 4 一 B， 
， 强 4 一 8 称 为 相对 于 4 的 祭 集 , 记 为 笃 4. 特 划 是 如 果 我 们 在 某 
一 问题 中 所 考虑 的 … 切 集合 都 是 其 一 给 定 集合 品 的 子 集 时 ， 集 全 
吾 由 对 于 驴 的 祭 集 就 简称 为 如 的 余 集 ， 而 把 穷 * 召 简 记 为 罕 召 
. 功 尼 . 


有 中 


定理 5 

(1) 人 = 他 ，Jc= 8 

(27 4U4= 38, AN4= 
(3) (4°)°=4. 

(4) 车 4 坊 B, 则 4 忆 BB* 
定理 6(De Morgan 公式 ) 


4 = a, (Na4Y =U4 
(Vs, (Ns) =U 
证 明 以 第 一 式 为 例 .如 果 ( 护 ) 不 中 空 集 ,xe(U 4) ， 
FE | 4 
由 xzES 且 zt 世上 4， 因而 对 任意 2 息 A, 都 有 zxE4;， 所 以 有 有 zxE8 
2EA 
一 二 4。 由 于 这 对 一 切 4 生 A 都 成 立 ， 故 zE 门 和 如 .这 表明 
AEA 
{ U 4) < 门 47， 
| ME 
反之 , 当 门 41 名 且 zs 门 4; 时 ,对 一 团 共 1,zE4;, 即 zE8， 
AEJ 世 
<E4 因而 zE8 且 xE ( 44， 这 也 就 是 说 ze( 贡 把 ) .所 以 
Nc(U 4). 从 而 由 定理 1， 
| A 
(U 4) = 门 4: ”证 完 . 
于 于 一 个 给 定 的 集合 5, 若 产 是 3 的 一 族 子 集 , 即 时 是 以 8 的 


一 些 玉 集 为 无 素 的 一 个 集合 ,如果 它 满足 条 件 : 
1) BE ; | . 


2) 当 4E 罗 时 ,4 一 宅 ，4E 史 | 
3) 当 4,8 都 属于 时 , 4U BE ， 
则 我 们 就 说 实 是 态 的 一 些 子 集 构 成 的 一 个 域 或 代数 ， 玫 时 必 有 
(1) SEP; 
(2) 当 4, BE 条 时 ,4 门 BE 史 ， 
如 果 把 二 述 定义 中 的 3) 改 为 
3 当 有 11， A py A … 是 :元 中 一 串 元 素 和 时， 必 有 


则 效 使 称 为 访 的 一 些 子 集 构 成 的 一 个 m- 域 或 e- 人 代数， 结合 2) 
3 和 De Morgan 公式 即 知 对 于 o- 域 来 说 , 上 还 (2) 可 扩充 为 : 


(2) 当 如 Esz(a-123 0) 时 ， 门 4E 交 ,e- 域 二 定 是 坊 . 


但 是 …… 般 说 来 ,只 祷 足 条 忻 1),2),3) 的 域 未 必 满 足 条 件 3), 即 域 
不 一 定 是 0- 域 ， 另 外 条 件 3 中 的 "一 中 4, 当然 尽 无 穷 凶 个 , 但 
是 并 不 是 说 实 中 任意 无 穷 多 个 元 素 的 并 都 仍然 尼 字 的 元 素 ; 因为 
并 非 任意 -个 无 穷 集会 中 的 元 素 , 痢 可 以 排 成 “一 申 "， 即 可 以 排 成 
一 个 这 样 的 序列 形式 、 什 么 样 的 无 穷 集合 的 元 素 可 以 排 成 一 个 序 
列 ,这 正和 芷 我们 在 后 面 的 器 2 一 4 中 到 详 细 讨 论 的 癌 题 ， 

对 于 任意 给 定 的 非 空 集合 . 8， 由 避 的 子 集 构成 的 e- 域 显 ' 然 
是 有 的 , 比如 家 * 一 { 安 ,中 和 由 8 的 全 体 子 集 所 构成 的 实 , 便 都 是 
0- 咸 . 男 外 易 见 实 o 和 天 1 还 分 别 是 由 及 的 子 集 构成 的 o- 域 中 的 最 
小 者 和 基 大 者 , 即 对 任意 由 8 的 子 集 构 成 的 re- 域 天 ， 都 有 宛 志 味 
二 宛 1. 

定理 ?7 如果, 坟 是 由 她 的 子 集 构 成 的 一 非 点 集合 , 则 唯一 存 
在 一 个 态 的 子 集 的 0- 域 ?Cet), 使 A 己 灾 (uf) 并 二 对 于 的 子 集 


里 内 


前 任何 0- 域 实 , 只 要 实 二 tf, 就 有 字 二 字 (l), 这 也 就 是 说 在 请 的 
于 集 的 ,包含 .4 的 9- 域 中 有 一 个 最 小 的 于 Co), 这 个 0- 域 于 (.) 
称 为 用 .产生 的 (或 决定 的 ) o- 域 . 

证 明 包 舍 . 近 的 ， 由 局 的 子 集 构成 的 =- 域 总 是 存在 的 , 比如 
包 会 乌 的 全 体 子 集 的 宏 : 就 是 一 个 ， 用 宏 (g) 表 示 所 有 包公 的 ， 
由 仿 的 于 集 所 构成 的 o- 域 移 突 名 ， 则 字 (.f) 二 .Af， 如 暴 玉 是 包 售 
的 , 由 仿 的 子 集 构 成 的 0- 成 ， 自 然 有 实 二 祈 (.)， 所 芒 我 们 只 
要 证 明 灾 (ol 确实 是 一 5- 域 就 可 以 了 ， 首 先 ， 每 一 (包含 .of 的 ) 
2- 域 逐 中 都 含有 空 集 女 ， 因 此 灾 6ob) 中 也 含有 总 ， 其 次 ， 如 果 
4E 冯 (ed ,出 对 于 任何 售 有 4 的 mr- 域 唤 ,4E 奖 , 从 而 4 写字 ,由 十 
这 下 的 头 研 以 是 由 总 的 子 集 构成 的 ,包含 芝 的 任意 了 - 域 ， 所 以 由 
E: 关 (zt)， 最 后 dd 4w，，…- 中 的 每 一 个 都 展 于 实 (u)， 则 
对 于 人 性 痊 包 含 .x 的 0 三 灾 ,4,5 二 1,2,3,-…), 于 是 U A,ER, 


tal 
从 而 由 就 有 【4:E 灾 (.t)， 可 见 突 (.) 确 实 是 -- 0- 域 ， 证 完 . 


对 于 一 申 给 定 的 集合 441， 本 sa， "sy 4 机 我 们 和 定 史 . 
{ft ;有 无 穷 多 个 #, 使 44,} 
为 这 申 集 合 的 上 极限 ， 记 为 Hm 4， 或 limsup4,, 定 义 
{x; 只 有 有 限 多 个 #2, 使 XE A,} 
为 这 绸 集合 的 下 极限 ， 记 为 jm 4 或 liminf 4 ， 显 然 


liminf A, CT limsupA,. 


@ ”用 4 表示 由 8 的 子 集 鬼 成 的 ， 了 包含 必 的 o- 域 的 全 体 , 则 4 非 空 ,约定 对 于 
AEA, 将 4 视 为 习 ， 的 子 集 时 , 记 为 环 记 则 嘲 C0) 一 门 球 : 
真 EE 


ri pp i 


例 8 设 4=| 寺 ,3 二 (一 Da 一 1)2) 3 1 
LR J 
liminf 4A, —= (0,2], limsupA, = 人 {0,4], 
Te mr 
这 时 liminf A limsup1，,. 


邵东 一 市 集合 夸 ,， 二， ny A … 的 上 、 下 极限 相间 ， 则 我 们 就 - 
说 这 串 集 侣 是 有 极限 的 或 收 伊 的， 并 且 我 们 把 limsup4,( 也 就 是 . 


limjinf 4,) 记 为 lim4;, 称 为 其 极限 ， 
定理 8 对 于 任意 一 申 集 合 41, da 4 都 和 


liminf 4, 一 U 站 4 
名 =1 三 指 

limsupA, = 站 U 两 
各 下 一 1 =m 


证 明 车 xEliminf 4,, 则 具有 有 也 个 全， 使 Xd,, 所 以 有 掀 0- 


使 8 尘 mo 时 ,we4,, 从 而 zxE 门 4 于 是 ze 


i =mo 


IC， 


山门 4 反之 ,如 果 


ze 二 门 44 则 有 ms 便 zE 门 4 这 说 明 当主 m 时 , zE4, 可 


Tl = i cm 
见 景 多 有 mo 一 1 个 nn 使 YEA4,， 因 而 xSliminf4,， 这 证 明了 第 一 - 
个 等 式 . 


知 果 Slimsup4 则 有 无 穷 多 个 % 使 *E4。 因 此 对 于 任 准 


细 ) 在 4o 4m+1; 4m42""' 中 一 定 还 有 包含 的 集 分 ,因此 3 全 【) 4 


三 失 


注意 任意 ,所 以 二 用 UU 4 反之 ,如 果 ze 门 4;， 风 对 任 


ml 1=mn m1 t=m 


ss IO » 


总 mxzE 4 所 以 属 有 i 宇 th 使 E44， 这 说 明 使 ?ES4, 的 名 必 
=m 


有 无 穷 多 个 ,因而 xzElimsup4,， 第 一 式 也 得 证 . 


由 定 更 8 立即 可 得 | 
定理 9 如 果 和 集合 序 歼 41, 4;,…:，4 生机 单调 上 并 (下 降 )， 即 
二 :入 5i1( 相 应 地 有 4 对 -一 项 站 都 成 过， 则 


oo 


lim 4,= UU 4 相应 地 , 门 4 


全 二 了 
定理 10 如 果 家 是 一 0- 泪 ， AiEF, 各 二 了， 3 | 
Timnsup4 和 1iminf 4 也 都 属于 挝 - 


习 题 
1。 证 朋 (8 一 4) 岂 4 二 8B 的 充 要 条 件 是 ACH. 
2， 证 明 4-- BA 门 B" 
3， 证 戎 定理 4 中 的 {3),{4)， 定 理 6 (De Morgan 公式 ) 中 的 第 二 式 和 


4 证明 (4 一 3 UB 一 (4UB 一 互 的 充 要 条 件 是 瑟 - 儿 . 
5， 设 号 = ;123 和 tt 对 ,fa 人 1， 求 于 ff) 双 如果 8 一 2 


司 一 于 一 一 一 ? 1 = 和 LE 站] 
.2,3 一 为 次 数 上 t=， 二 } 一 问 
-和 (1 本) 和 (是 入 和 ? 
6- 对 于 态 的 子 集 4, 定义 4 的 了 示 性 随 数 为 
w= 当 x€4, 
C4， Et 
辑 明 : 如 果 44a do 是 有 的 子 集 的 序列 则 
Wimintan tr) =liminf g(x), 
ims pda 全 一 iimsupops。 [如 ) 
7 设 (2 是 定义 于 五 上 的 实 国 数 ,a 为 一 常数 ,还 明 
昌 I 


a Lam -ay re ie, 


~ re ep re 


加 [xz3 (ay a =— -Us a fo) 之 et 二 | 


sfoO>q= 们 Bz;fCo)>a—2| 


8、 如 果实 函数 序列 全 (四 }7。 在 吾 上 收 总 于 fo)， 则 对 于 性 闪 常数 全 
都 有 


Err;f ay 4] 一 | timinf# |; f(D | 去 | 


-NN liminf# [= f | 


§2 集合 的 基数 


在 抽象 地 研究 集合 ( 即 不 考虑 集合 中 元 素 的 特性 ) 时 ， 一 个 个 
合 中 元 素 的 多 少 应 该 是 基本 的 概念 ， 比 如 合击 五 个 华 果 作成 的 
集合 和 一 个 由 五 本 书 作成 的 集合 , 当然 是 两 个 不 器 的 集合 , 但 是 如 
时 我 们 不 计较 它们 的 元 素 的 具体 属性 时 ， 它 们 却 是 有 上 共同 竟 特性 
的 , 即 它们 的 范 素 的 多 少 是 相同 的 (它们 都 是 由 五 个 元 素 组 成 的 ). 
相反 ， 一 个 四 五 个 青果 作成 的 集合 和 一 个 由 六 个 束 果 作成 的 集合 
之 闻 却 没有 这 条 共 同 点 ， 可 见 在 抽象 地 研究 集合 灶 ， 元 素 的 多 少 
是 值得 重视 的 属性 . | 

对 于 者 限 集合 , 姥 由 有 限 多 个 元 素 作成 的 集合 来 说 ,表明 元 素 
多 少 的 概念 直 然 就 是 元 素 的 个 数 ， 空 集 的 元 素 的 个 数 是 零 . 任意 
一 个 韭 空 的 有 限 集 的 元 素 的 个 数 都 是 一 个 正 整 数 ， 为 了 求 得 一 个 
有 限 集 合 开 中 元 素 的 个 数 , 我 们 只 委 一 个 个 地 数 它 的 元 素 就 可 以 
了 ， 最 后 数 到 的 那个 数 是 多 少 ， 元 素 的 个 数 就 是 多 少 ， 一 个 个 地 
去 数 姓 中 元 素 ,事实 上 就 是 依次 用 正 整 数 去 给 于 中 元 素 编 号 ,比如 
说 数 到 了 5, 那 就 是 从 型 中 挑 出 了 一 个 元 素 e, 把 它 叫 做 第 五 导 , 它 
到 12 


可 以 记 作 es, 这 时 必定 已 经 先 有 了 ely es es et 因此， 如 果 一 个 
集合 于 含 有 于 个 元 素 , 那么 经 过 这 样 的 “ 数 ?" 的 过 程 以 后 ,就 排 成 了 
下 述 形状 

M= {81, 6 En}. 

现在 设想 对 ' 是 另外 一 个 也 是 由 % 个 元 素 织 成 的 集合 ,那么 对 

它 的 元 素数 过 以 洁 自 然 也 就 排 成 了 

M'~— {en ea ovyeE 
币 下 玉 和 形 ' 中 元 素 的 个 数 相同 ,两 处 的 站 是 问 一 个 正 整 数 ， 如 
果 我 们 让 XH' 中 编号 为 i 的 元 素 e; 和 型 中 具有 同一 编号 的 元 事 
e; 相对 应， 则 这 个 对 应 是 一 对 一 的 ， 反之， 如 果 于" 是 另 一 个 集 
合 , 元 素 的 个 数 并 不 知道 ， 但 是 有 一 -种 办 法 使 它 的 元 素 e” 和 于 的 
元 类 6 一 个 一 个 地 对 应 起 来 ， 则 对” 的 元 素 的 个 数 必定 也 正好 是 


”五 ， 就 好 象 我 们 如 果 已 知 有 100 个 人 ,另外 还 太一 堆 书 ， 不 知 有 多 


少 ,但 是 当 每 人 拿 一 本 时 ,正好 拿 完 , 姥 没 有 人 拿 两 本 , 也 没有 人 没 
有 拿 , 那么 书 的 不 数 就 一 定 是 100, 用 不 着 再 一 卡 本 地 去 数 ， 如 果 
人 数 兴 先 也 是 未 知 的 ,那么 我 们 当然 还 是 不 知道 书 有 多 少 本 ,但 是 
我 们 可 以 肯定 人 和 和 书 的 数目 必定 是 相同 的 ， 即 这 个 “人 的 集合 "和 
这 个 “ 书 的 集合 ”的 元 素 个 数 相同 . 

以 上 的 分 析 表 明 : 《机 说 明 两 个 有 限 集 合 开 和 M' 具有 同样 多 

的 元 素 , 我 们 并 不 需要 知道 它们 元 素 的 个 数 是 多 少 ,而 只 要 能 在 它 

们 的 元 素 之 章 建立 起 一 个 一 一 对 应 的 美 系 来 就 可 以 了 ， 这 个 事实 

启示 我 们 如 阿 去 研究 无 穷 集 合 中 元 素 的 数量 邮 如 何 鉴 别 两 个 无 

盆 集 合 的 元 素 的 数 是 否 有 差别 ， 要 注意 ,{ 侍 于 无 穷 集合 来 说 ,元 
” 素 的 “个 数 "这 个 概念 已 是 完全 没有 意义 的 了 . 

定义 ” 设 4,B 是 两 个 集合 , 如 果 存 在 二 者 元 素 之 间 的 一 个 对 

应 关系 p， 使 4 中 任意 元 素 *， 通 过 yp 都 恰 与 五 中 一 个 元 束 # 对 

拉 ， 曾 了 8 中 任意 的 8 也 - 定 是 4 中 某 一 x( 通 过 ) 在 吾 中 的 对 应 


里 FF 


元 素 ， 则 我 们 就 说 4 和 互 是 对 等 的 或 具有 粕 同 的 基数 的 ， 记 为 
4 如 而 满足 上 述 条 件 的 对 应 op 称 之 为 4 和 8 之 间 的 一 个 1 一 L 
对 应 (注意 4~B 和 4= 吾 不 同 . ) 

最 然 , 两 个 集合 * 具 有 相册 的 基数 "是 有 限 集合 的 “具有 相同 隐 
元 素 个 数 ?这 一 概念 的 推广 推广 (因为 对 于 有 限 集合 来 说 ， 和 4 和 加 在 且 
只 在 中 们 的 元 素 个 交 相 同 时 才能 型 等 ). 因此 “基数 "就 应 该 是 “元 
素 个 数 "这 一 概念 的 推广 是 到 底 什么 是 集合 的 基数 , 我 们 不 打 - 

给 蔬 - 二 个 明 稀 的 回答 ， 二 旧地 各 难 给 过 一 全国 的 回答 ,因为 这 
是 一 个 很 复 染 的 了 问题、 我们 只 能 认为 基数 是 任何 集合 都 具有 的 一 
个 属性 , 任意 两 个 集合 ,如 果 它 们 是 对 等 的 , 则 它们 的 基数 就 相同 . 
反之 , 如 果 两 个 集合 的 基数 相同 , 由 它 们 必定 是 对 等 的 。 即 必定 可 
以 作出 它们 之 间 的 1 一 1 对 应 关系 来 ， 集 合 4 的 基数 记 为 有 ;万 和 
召 的 基数 相同 便 冲 记 为 了 = 证 , 昆 然 基数 的 相等 是 具有 对 称 性 和: 
传递 性 的 ， 妈 如果 拉 二 则 如 = 4， 如 果 交 一 瑟 ， 肆 一 C， 则 蒜 
= 如 (集合 的 基数 也 称 为 集合 的 势 或 税 .) 

例 1 设 B 是 全 体 正 整 数 所 作成 的 集合 , 4 是 爹 体 偶数 所 作 : 
成 的 集合 , 则 4~B， 因 为 具 缀 令 吾 中 的 % 与 4 中 的 24 对 应 ， 妈 
可 建立 一 个 吾 和 4 之 间 的 1 一 1 对 应 . 

例 2 设 4 是 (0, 由 开 区 闻 中 所 有 的 点 所 作成 的 集合 ,BB 是 半 - 
轴 (0, co) 上 所 有 的 点 所 作成 的 集 各 , 则 4 了 

事实 1:， 和 如 果 用 表示 图 1 YY 
所 男 圆 还 (不 带 端 点 ) 上 所 有 的 点 
所 作成 的 集合 通过 将 圆 驱 往 O 开 
轴 上 作 委 直 投 影 ， 可 以 将 4 中 的 
点 2 与 2 中 的 点 xz 一 一 对 应 起 来， 
但 是 另 一 方面 ， 通 过 从 已 点 徇 中 
心 投影 ， 我 们 又 可 以 将 中 的 点 
二 了 学 。 图 1 


z 和 召 中 的 点 3 一 一 对 应 起 来 ,于 是 4 中 的 点 “也 就 和 台中 的 点 
y 一 一 对 应 起 来 了 . 

上 述 两 个 例子 中 的 4 都 是 吾 的 真子 集 ， 所 以 这 两 个 例子 都 是 
整个 集合 和 它 的 一 个 真子 集 对 等 的 例子 ， 共 所 以 可 能 是 因为 这 两 
个 鲍 了 中 的 都 是 无 穷 集合 ， 对 于 有 限 集合 来 滋 起 绝 不 会 出 现 这 
种 状况 的 。 我 们 还 可 以 证 明 ( 见 3 3 习题 5) 任 迹 无 穷 集 含 一 定 可 
以 和 它 自己 的 某 一 个 惧 子 集 对 等 。 所 以 ， 吝 和 它 的 一 个 真子 集 对 


是 集合 为 无 务 集合 的 特征 性 质 ,其 实 近 是 可 以 用 来 作为 无 穷 集 
合 的 定义 的 ， 在 前 面 , 我 们 是 把 无 穷 集合 理解 为 “不 是 有 限 集合 的 
集合 " 滞 汕 给 它 下 正式 的 定义 ， 如 果 我 们 把 无 穷 集 合 就 定义 为 能 : 
与 它 本 身 的 一 个 实 子 集 对 等 的 集合 ， 任 何 无 穷 集合 部 能 和 它 的 一 
个 真子 集 对 等 就 不 责成 为 需要 证 明 的 事情 了 . 

大 家 也 许 会 想 :， 可 能 任意 黄 个 无 穷 集合 都 是 对 等 的 吧 ! 假如 - 
真 足 如 此 ， 那 么 * 对 等 ?这 个 概念 或 者 说 基数 概念 的 引进 也 就 没 什 、 
么 天 病因 了 、， 为 了 说 明 情 癌 不 是 如 此 ， 我 们 欧 求 证 明 下 还 定理 
《Canior 定理 ) 

定理 站 [0，1] 闲 区 间 上 所 有 的 点 作成 的 点 集 是 不 能 和 由 多 
- 粽 散 所 作成 的 集合 对 对 等 的 . . 
证 明 ” 设 不 然 ， 则 存在 一 个 N 和 [0,1] 之 癌 的 1 一 1 对 应 关 夭 : 
gg， 我 们 把 [0，1] 区 间 上 的 与 N 中 的 % 对 应 的 元 素 8(8) 记 为 2。。 
则 我 们 误 将 [0, 世上 全 体 的 点 排列 成 了 一 个 序列 : 


Tl Top ry Ts “ 《 二 加 


体 i 


把 [0, 1] 三 等 分 , 则 显然 |0, 读 与 | 子 ,1 中 法 少 有 一 个 不 含有 zt， 


用 i 表示 任 一 这 样 的 世间 , 则 z1E， 把 五 三 等 分 ,在 它们 的 左 与 

右 两 个 亲 区 闻 中 必 有 至 少 有 一 个 不 舍 sa， 用 五 表示 一 个 这 样 的 区 

间 , 出 Xs 瑟 1s。 同样 把 js 三 等 分 ， 又 可 得 不 售 有 zs 的 一 个 团 区 池 
* HF # 


3 依 紫 类推, 根据 归纳 法 ,得 到 闲 区 间 序 列 {1,} n=)， 满足 条 件 : 
(DD TDD DL, : 
(ii nc R= 1, 过 3 


(Gi) 1 的 长 眶 为 和 所 以 当 a->co 时 趋 于 0. 


根据 团 区 间 套 定理 ， 存 企 点 £&E15,# 二 1,2,3, :由 于 2.El 对 一 
切 n 成 立 , 帮 5 不 可 能 是 某 一 x.， 但 5 显然 属于 70,1], 这 与 ( *) 
是 由 E01] 上 爹 体 的 点 排 成 相 牙 盾 . 

定义 ” 设 4,B 是 两 个 集合 ， 如 果 筷 和 不 对 等 ,但 存在 BB 的 
基于 集 B" 使 4 和 8+ 对 等 , 则 我 们 就 说 4 的 基数 4 小 于 B 的 基数 
五 ， 记 为 4 一 号 ， 

4 的 基数 小 于 吾 的 基数 也 可 以 说 成 召 的 基数 大 于 4 的 基数 ， 
记 为 瑟 > .可 . 

上 述 < 雇 的 定义 中 ， 特 别 写 明 了 “4 和 瑟 不 对 等 "这 样 一 个 
条 件 , 它 的 必要 性 是 显然 的 ， 因 为 如 果 4 是 一 无 穷 集 合 , 则 4 是 可 
弦 和 它 自己 的 一 个 真子 集 相对 等 的 , 因 噬 如 果 定 义 攻 < 训 时 ,只 要 
求 4 能 各 的 一 个 真子 集 对 等 而 不 加 4 和 B 不 对 等 的 限制 ， 就 会 
得 出 了 一 4 的 结论 来 ， 这 显然 是 不 合适 的 ， 但 是 现在 这 样 的 定义 
是 否 就 合理 了 呢 ? 按 现 在 这 样 的 定义 ， 会 不 会 出 现 购 有 所 << 吾 叉 
铬 时 有 有 一 和 的 情况 呢 下 面 的 Bernstein 定理 说 明 这 是 不 会 的 . 

定理 2 区 4, 了 是 酚 个 集合 如 果 存 在 和 4 的 子 集 4*。B 的 子 
和 集 B*, 使 4~B*, B~A*, 刚 A4~B. - 

证 明 设 w 是 4 和 B* 之 闻 , 交 是 B 和 4* 之 半 的 一 个 1 一 1 对 
应 关系 仿 A0 二 A*, Bo=B*, .A=A— 4. 然后 定义 

pADA {yy =p{2), rEA}, 
A = BI) {ri T= , gEB), 

《会 ?表示 式 右 是 式 左 的 记号 的 定义 ) 由 于 妨 忆 ho; 所 以 机 门生 
. 末 ， 再 令 BB 一 9p (As)， 注意 PF 是 1 一 1 对 应 ， 恒 知 BNB=2. 


J 


般 说 米 , 如 已 作出 4;,…, 4, 互 不 相交 , BB,…,B。 互 不 相交 4 
=(B), B=—=p(lAD) ,i=1,2,.,7—1, WI 了 
A = PB,), Br =A). - 

由 于 间 是 1 一 1 对应， 从 五， Wy B, 互 不 相 竣 可 亡 #1 和 

4 互 不 相交。 及 4sii 性 do， 靶 直 11 和 4 也 不 相交 ， 胃 上 
于 是 1 一 1 对 应 , 41,…; Asr! 吾 不 相交 便 知 B, ,1 与 BB ,…; 局 互 不 
相交 . 当 科 我 们 就 得 出 了 两 让 互 不 相交 的 集合 人 4 {Bo} sos 
使 4 一 (BD), Bi=p(d), i=1, 2,3,: Te 


世道 过 L B~di, Be dels 琶 


B-—- (8 已 和 Ao— U 人 1 一 人 一 U 本 
EK=1 


但 是 从 4 一 4 一 和 及 41 叶 A 知 和 一 4 一 机， 所 以 耻 一 U 如 一 和 
2 


Le 
_- 出 | -EL 
Wk Ed = 


n=1 


Bernstein 定理 不 仅 保 证 了 辽 天 互 和 本 > 瑟 不 可 能 同时 成 
会 ， 耐 且 也 是 在 证 明 两 个 集 台 对 等 时 常 要 用 到 的 有 力 工具 . 
推论 I 消 4CBCC, 4~0, 则 A~B,B~C. 
” ”证明 以 4 如 的 证 明 为 例 , 误 是 冯 和 上 度 之 间 的 一 个 1 一 了 
对 应 ， 令 4 一 fzjizE4de(z)EB， 则 44 4*~B， 取 B*=4 
则 自然 有 有 4~B*， 于 是 由 Bernstein 定理 4~-B. 
* 7- 


a re ee 


关于 基数 大 小 的 比较 ， 还 有 一 个 重要 的 问题 没有 解决 ， 半 就 
是 是 否 对 十 任意 两 个 集合 4 了 了, 古 二 百 ， 开 < 万, 也 在 二 者 之 
中 必 有 一 个 成 立 呢 ? 回答 是 肯定 的 , 但 证 明 比 较 复 杂 , 我 们 不 拟 讨 
论 , 有 兴趣 的 读者 可 以 看 阅 参 考 书 @， 2 


习 ”者 
1， 用 解 桥 式 给 出 (一 二 和 (一 co) 之 向 的 一 个 1 一 1 对 应 . 
2， 证明 只 要 < 就 有 (Gy 5 人 (0 1》 
. ”8， 证 明 平 击 上 的 任 有 不 带 贺 周 的 国 上 的 点 所 作成 的 点 集 都 是 和 到处 军 
和 面 上 的 点 所 作成 的 点 集 对 等 的 ， 进 次 证 明 平 面 上 的 任何 非 空 的 开 集 ( 开 集 的 
定义 见 数学 分 析 或 本 书 第 二 章 $2) 中 的 点 所作 成 的 点 集 和 整个 平面 上 的 沾 
斯 作成 的 点 集 对 等 


§3 可 数 集 合 


定义 ” 凡 能 与 全 体 自然 数 所 作成 的 集合 NN 对 等 的 集合 都 称 为 
可 数 集 合 , 

因为 NN 中 的 元 大 是 可 以 按 大 小 排列 成 一 个 无 穷 序 列 

1,2,3, ,RR 
竟 ， 国 伍 何 可 数 集合 形 中 的 元 素 也 一 定 可 以 将 之 排 成 无 穷 序 如 
和 的 形式 : 
is ezy eay sy Orns 

反之 ,任意 一 个 集合 于, 如 果 可 以 将 它 的 全 体 元 素 排 成 上 上述 的 序 死 
形式 ， 则 开 一 定 是 可 数 和 的 ， 因 为 我 们 只 要 令 序 列 中 的 第 nw 信 元 素 
和 自然 数 ”对 应 起 来 ,就 得 到 了 于 和 六 之 间 的 一 个 1 一 1 对 上 度 ， 所 
所 一 个 集合 是 可 数 集合 的 充 要 条 件 是 它 的 元 素 可 以 被 排列 感 一 个 


站 于 汤 松 (本 . 古 , HaTzagcom) ; 析 瑞 云 译 , 实 变 隙 数论 , 商 等 教育 出 版 社 ，1958 年 中 
择 本 ,第 于 四 党 或 其 他 有 关 香 侣 论 的 专 书 (如 秆 学 骨 栈 社 1960 年 版 的 ,下 。 豪 斯 道 去 的 
< 梨 伦 ?第 二 至 四 章 )， 
=- 8 +， 


EP 


无 穷 序列 ， 这 也 就 是 可 数 集合 也 常 称 为 可 列 集 合 药 原因 . 

定理 1 任何 无 益 集 合用 都 包含 一 个 可 数 子 集 , 

证 明 ”从 江 中 任 取 一 个 元 素 称 之 为 el， 因 站 是 无 穷 集 合 ， 人 入 
天 {e}， 国 此 又 可 以 在 于 中 取 一 元 素 ee1， 一 般 说 来 , 如 已 从 
开 中 取出 互 不 相同 的 元 娄 

Bly Bry "yy BAe 
出 从 懂 为 无 穷 集合 知 术 一 {el，es，…，es} 闫 懈 ， 因 而 可 以 在 条 
一 {ei, es eyes 中 取 一 元 素 e541; 它 自然 是 不 同 于 8183 pen 中 
的 任何 一 个 的 这 样 , 根 据 归纳 法 ,我 们 得 到 一 个 由 于 中 互 不 相同 
网 元 素 组 成 的 无 穷 序 列 : 

ee 
重 然 于 = {felesy 8s,*… 是 村 的 一 个 可 数 子 集 ， 

定理 1 说 因 可 数 第 全 的 基数 古 无 集合 的 著 数 中 的 蓝 小 者 

定理 2 可 数 集合 的 子 集 如 果 不 是 有 限 集合 则 一 定 还 是 可 数 
集合 . 

证 明 设 AL* 是 可 数 集合 下 的 子 集 ， 如 果 形 * 不 是 有 限 集合 ， 
则 出 定理 1, Mz* 有 可 数 子 集 叶 **, 于 是 人 **CM+CM,M**~M. 
从 而 由 Besmstein 定理 后 的 推论 1, 型 * 人 是, 即 对 ”也 是 本数 集合 . 

定理 3 车 4 可 数 ,B 有 限 , 刚 4U 恕 可 数 . 

证 明 ”车 BC4， 则 4UB= 4 当然 是 可 数 的 ， 游 召 不 全 包含 
于 4 内 , 令 B* 二 B 一 4， 则 B* 是 一 非 空 的 有 限 集合 。 设 其 元 素 为 
本 :22，…, pw。 既然 4 是 可 数 的 ,可 以 将 其 元 未 排 成 无 穷 序列 的 形 
式 , 即 

二 = {os Ges rs ns “3+} 
于 是 4UB=4UB* 的 元 素 便 可 排 成 
bis Pay rs bms Gls Gay sy On 
这 样 一 个 无 穷 序 列 的 形式 、 所 以 AUB 可 数 . 
人 


定理 4 若 4, 忆 都 是 可 数 集 合 , 黄 4U 了 是 可 数 的 . 

证 明 令 B*=B8 一 4， 由 定理 2，B* 或 为 有 限 集合 或 汐 可 数 
集合 , 如 果 8* 是 有 限 集 仓 , 定 理 3 说明 4UB= 4AUB* 是 可 数 的 。 
如 果 B* 是 可 数 集合 , 则 可 将 其 排列 成 无 穷 序 列 形式 ， 

B*=— 二 dy sy bs 小 
间 样 4 也 可 以 排 为 
. A= {9, qs, “tn }. 
于 是 4UB8=AU B? 全 可 排 成 : 
让 1 bis ts Days Ons Daj 
这 样 一 个 无 穷 序列 ， 所 以 是 可 数 的 ， 四 
推论 1 若 441,…, 4， 的 每 一 个 都 是 有 限 和 集合 或 可 数 集合 ， 峙 


.U4 是 有 限 集合 或 可 数 集合 ,而 只 要 其 中 有 一 个 必 不 是 有 限 的 ， 


定理 5 如 果 4,(i==1,2;3,…)》 的 每 一 个 都 是 可 煞 入 有， 峙 


4, 也 是 可 数 集合 . 
4#=I 


证 明 令 41=4， -4 了 人 jc>a， 则 4 可 各 


4+(i 尘 2) 都 是 有 限 或 可 数 的 .因此 心 可 排 成 无 穷 序 列 形式 
AY = {1, His i 
各 4* 导读 2) 则 可 排 成 有 限 序列 或 可 数 序列 形式 : 


A* 一 {iis {i in} {a ens tn er 


2 


于 是 Us “Ua + 中 的 元 素 都 可 用 i 两 个 正 整 数 编 上 号 ; 


Ua = {4 7)=1;2,* 2 
令 oo 对 应 正 整数 2037 当 让 了 和 计 , 广 不 完全 相同 时 2134 天 2034 
《 正 整数 的 分 解 定理 ), 所 以 { 41 和 全 体 正 整 数 和 构成 的 集合 克 的 


一 子 集 对 等 . 而 4 44, 所 以 了 4: 是 可 数 的 
定理 6 人 休 有 理 数 构成 一 个 可 数 集合 . 
El 设 = 控 Ci 2,3, 一 |， i 一 1,2,3,… 则 4 都 是 可 


数 集合 ， 所 以 全 休 正 有 更 数 构成 的 集合 $= 4 是 可 教 的 ,从 


而 全 体 负 有 理 数 移 成 的 集合 Qi 也 是 可 数 的 ， 于 是 全 体 有 再 数 构 
成 的 集合 Qu= QiU {0}U Qi 也 可 数 . 

应 该 注音 ,有理数 是 在 数 轴 上 处 处 密集 的 , 是 数 轴 上 的 任何 小 
区 间 中 都 是 有 ?而 入 有 无 认 效 个 ) 有 台数 酌 ， 可 站 Q。 仍然 是 一 可 
家 信人， 部 和 人 人 下 到 所 人 记 的 导 术 并 人 人 健 对 各 这 个 
表面 看 米 合 人 维 以 置信 的 事实 说 明 我 们 在 判断 -- 个 集合 是 于 可 数 
时 应 该 轩 曼 涉 心 ， 

定理 ?7 如 果 4 是 一 无 穷 集合 。 忠 是 一 可 数 集合 ， 则 4UB 
~d. 

证 明 由 定理 1，4 含 有 可 教子 集 4*， 邻 C=4 一 A+， 则 4 
=OUA*,A*NO= ,又 

AUB=AU(B— A}=OU A*U (BO— A), 


CNCAU CB eA )=. 
注意 A4*~A*U(B 一 4). (定理 3 或 定理 分, 令 C 中 i 点 与 自己 对 
应 ， 外 上 而 4 与 U8 的 分 解 式 , 便 有 4~-AU BB. 


习 题 ， 


1， 证 明 平面 上 坐标 为 有 理 数 的 点 构 万 一 可 数 集合 ， 

2， 坟 数 直线 上 的 互 不 相交 的 开 区 闻 为 元 娄 的 任意 集 台 至 风 含 有 可 数 玫 
个 元 素 ， 

3， 所 有 系数 为 有 理 数 的 多 项 式 组 成 一 可 数 舍 合 , 

4， 如 果 了 (2) 是 (一 0,co) 上 的 单调 功 数 ， 风 f(s) 的 不 这 续 点 最 多 有 可 
数 多 个. i 

5 设 4 是 一 无 穷 集 台 证明 必 有 4*C4， 使 Ar~4 且 4 一 化 可 数 . 

6， 者 4 为 一 可 数 集 合 , 则 4 的 所 有 有 限 子 集 构成 的 集合 也 是 本 区 集合 . 

7. 游 44 是 由 非 晓 化 的 《 即 左右 端点 不 相等 的 ) 开 区 疗 组 威 的 不 可 数 天 
穷 集合 , 则 和 有 60 使 4 中 有 无 宠 多 个 区 同 的 长 讼 砍 于 6. : 

8. 如 果 空 间 中 的 长 方 体 

T= {2 Sm Db 

中 的 ,ed 艺 5401<04) 都 是 有 型 数 ， 期 称 了 于 区 
沪 悚 ， 正 电 全 体 有 理 长 方 体 构成 一 可 数 集合 . . 


54 不 可 数 无 痪 集 


在 $2 中 我 们 已 证 明 [0, 和 3] 痢 区 间 上 前 点 所 构成 的 集合 证 不 
能 和 全 体 正 整 数 所 作成 的 集合 届 对 等 的 (8 2 定理 1), 这 就 是 说 Fo， 
匡 是 一 不 可 数 的 无 穷 集 合 。 由 于 对 等 关系 具有 传递 性 ， 住 何 衣 与 
Eto, 12 允 等 的 集合 下 一 定 是 不 可 数 无 穷 集 . 

通常 我 们 用 4 或 No 表示 可 数 集合 的 基数 , 称 为 可 数 基数 ， 和 再 
用 6 或 表示 [0,12( 以 及 能 与 [0;1j 对 等 的 集合 ) 的 基数 ， 称 为 连 
续 基 数 . 综合 32 定理 1 和 和 3 定理 1 便 知 c>a. 
» 22 7 


如 果 我 们 令 [0 二 中 的 0,1, 了 ,工分 别 和 (0, TD) 中 的 


;了 ，… 对 应 ,而 将 [0,1J 中 其 余 的 2 和 (0,1) 中 的 区 


1 上 工 

2 ”3 ”4 

一 xz 对 应 , 则 得 到 [0, 1 和 (0,1)》 之 癌 的 一 个 1 一 1 对 应 ， 因 此 (0 

站 的 基数 间 样 也 是 6。 : 

”定理 1 全 体 实 数 所 作成 的 集合 及 ; 的 基数 是 <. 
证 明 因为 

是 (0,1) 上 的 和 月 ! 上 的 y 之 间 的 一 个 1 一 ! 对 应 ， 
定理 2 只 要 a< 咏 开 区 间 (e, 刀 的 基数 都 足 < 
证 明 因为 


了 一 他 


Ya 


是 (a,5) 和 (0,1) 之 间 的 一 个 1 一 1 对 应 , 
推论 车 gab, 则 fo 5), 5a, ,ay 8), {4, 6] 如 和 有 


基数 的 ， 同 样 (se co),[e so) 的 基数 也 都 是 c. 
Et 却 果 (i 二 1, 2, 3, 都 是 基数 小 于 或 等 于 ， 。 的 全 


合 , 且 其 中 至 少 有 一 个 的 基数 等 于 6, 则 U 4 的 基数 是 c。 


证 明 不 妨 设 矶 二 ce、 令 


让 一 
4 一 4 -ds (jd C2), 
=1 


则 AYNAS = 


注意 [i 一 1, 的 基数 是 c, 所 以 应 有 B? CLi 一 1, 认 使 从 一 
" 


(7 且 山 4 一 Uj 4: 由 下 4i<cey 所 以 琵 
# 二 1 t=l 


Ee. 


i i pp 


-有 设 史 是 到 和 开 之 间 的 一 个 1 一 1 对 庶 基 系 ， 定 六 . 
PI pA) YB rEAY, j=1,2,3,.... 


是 U4 :UB 之 间 的 一 个 1 一 1 对 应 美 系 ， 因 而 4 


i 三 ] 


= ee 蝇 村 c[o co 吻 一 方面 [0co)~4cCa 由 


-Bernstein 定理 恒 知 4~[0, ce)， 即 A=e¢. 证 完 . 
孔 秆 下 平面 上 单位 正方 形 :0<z<10<9y<1 开 的 点 所 构 万 
鞠 点 集 驴 的 基数 是 c. 
证 明 对 于 尾音 (2 8)ES 我们 将 4,¥ 表 成 无 穷 小 数 
和 短 一 自 .18 一 站 
并 限 定 在 上述 崎 达 中 不 淮 出 现 从 某 一 信 以 后 各 位 数字 全 是 零 的 形 
或 ， 则 这 种 表示 法 是 唯一 的 ， 今 
z=0,.0.b.asb,.…., 
制 显然 z 是 (0,1) 上 的 一 个 点 ,并 且 上 上 述 表 达 式 中 也 不 会 出 现 从 某 
一 位 以 后 各 位 数字 全 是 稚 的 情况 ， 我 们 令 (z, 纺 和 这 个 对 应 ,如 
: 果 (z 多 是 她 中 不 同 于 (zy 凶 的 点 ， 
T= y=0.b bi., 
测 必 有 某 一 玉 使 中 关 m 或 站 天下。 于 是 
人 一 0.a babs,.. 
就 不 可 能 各 位 小 数 都 和 = 一 0.@j5ozpz… 的 相应 位 小 数 相 同居 而 
-2 天 s， 这 表明 上 述 对 应 是 4 到 (0,1) 的 某 一 子 集 马上 的 1 一 1 对 
应 ， 另 一 方面 3 的 子 集 8* 一 | (z, 9)30<z<1,3 一 本 人 一 (0,1). 所 


- 棒 由 Bernstein 定理 恒 知 六 (0,1)， 证 完 . 
从 定理 了 便 可 立即 推出 整个 平面 上 的 点 所 构成 的 点 集 的 基数 
:也 是 a。 共 实 仿照 上 述 证 明 还 可 证 明 任 党 #- 维 空间 R* 中 全 部 的 


EL 


点 押 构 成 前 点 集 的 基数 都 是 c。 但 切 不 可 认为 不 可 数 无 穷 集合 的 ; 
基数 都 不 会 超过 ec。 下面 的 定理 5 告诉 我 们 ， 不 可 能 存 在 一 个 最 ， 
大 的 基数 . 

定理 5 设 收 是 任意 的 一 个 集合 ,如 果 用 在 末 示 放 的 金 体 子 
集 均 成 的 集合 ， 则 . 受 > 五 . 

证 明 歼 能 和 .如 的 一 个 子 集 .pr* 对 等 天 显然 的 这 只 要 
令 前 =f 人 3 zx 就 可 以 了 ， 所 以 我 们 于 证 明 的 是 . 龙 不 可 能 
和 并 对 名 ， 用 反 证 法 ， 假 设 弄 ~. 达 ， 则 对 王 各 一 gE 对 H， 都 应 有 
让 的 -元 球 , 亦 即 开 的 一 子 集 开 。 与 之 对 应 ， 我 们 令 

M+*= {a; EM, EM,}. 

肛 * 证 型 的 子 集 ， 应 属于 不， 从 而 应 有 or*EN 全 WH*=。， 现 . 
二 g* 与 肿 * 的 关系 .如果 a 所 新 #, 则 本 了 的 定 交 GE 人 
= 于 "和 矛盾， 但 如 果 说 w* 二 于 + 则 由 开 *= 本 又 应 有 ar 本 本 
同 绽 产生 矛 拷 ， 斌 见 村 至 是 不 可 能 的 .证 学 ， . 

如 果 型 是 一 个 包含 n 个 元 素 的 有 限 集合 ， 则 道 过 简单 的 计算 
时 知 在 是 一 个 包含 2" 个 元 素 的 集合 , 即 交 =2*.= 号 推广 这 个 
事实 ,我 们 对 如 为 无 穷 集合 时 , 也 可 将 .在 的 基数 沁 为 23， 于 是 定 : 
还 5 是 说 : 32> 王 ， 


习 题 
1， 证 明 [,11 上 的 全 体 无 理 数 构成 一 不 可 数 无 穷 集 合 - 
?。 证 明 全 体 代数 数 ( 印 整 系 数 多 项 式 的 零点 ) 构 成 一 可 数 集 舍 ， 进 而 延 - 
明 : 忆 在 站 下 越 数 . 
3， 证 明 如 果 a 是 可 数 基 数 , 则 2*=c。，( 和 提示 :一 方面 对 于 正 鉴 数 集 N 的 
任 总 子 集 4 考虑 4 的 示 性 前 数 p(n); 和 人 
. Pa tn) 一 0 当 nEA. 
及 xz- 0.Pp4CID24(02)…5(0 1。 另 一 方面 ,对 于 任意 zcf0,1)， 考 虑 (0， 乒 
中 的 三 旺 数 集 和 的 子 集 4 一 frr<s，7rER}、 再 用 Bernstein 定理 .》 
sa， 防雪 本 


4， 证 明 如 果 4U 瑟 =- o, 则 才 , 吾 中 至 少 一 个 为 o 
5、 设 下 是 [0,1] 上 全 体 实 函数 所 构成 的 集合 ,证 明 下 一 2 
_4C[0,I] 的 示 性 函 时 驴 王 中 元 素 的 图 象 ,应 用 Bernstein 定理 . ) 


-2 


(提示 : 考 盛 


第 二 章 ” 维 空间 中 的 点 集 


因为 我 们 要 研究 # 个 自 变量 秀 实 变 画 数 ， 所 以 有 必要 对 于 维 
空间 中 的 点 集 理 论 有 所 介绍 . 四 
所 谓 “ 维 空 间 及 "， 我 们 指 的 是 由 个 实数 组 成 的 有 序数 组 
(zi za …s x6) 的 金 体 所 作成 的 集合 。R* 中 的 元 素 称 为 R* 中 的 
点 ， 对 于 R" 中 任 瘟 两 点 
、 本 二 《Yi 人 wp Tn) Y= (Ya "3 Ys) 
之 间 的 距离 (号 , 了) 定义 为 


pT -YB 


显然 对 于 及 * 中 任意 的 点 五 一 (rip 295 sn) 二 (3) 
= (zu zz …s zs), 恒 有 

作 PE 巧 20 并 且 pCX， 了 ) 在 县 只 在 并 = 了 Y， 即 2 二 9; 
《和 2 由 时 为 夫 ; 

( 动 p(X, 7) = pF, X); 

(ii p(X,Y)p(CXs2)++p(2 了 ) (三 角 不 等 式 ). 

从 三 角 不 等 式 立 即 可 以 推 知 p( 和 ,了 ) 是 (X, 了 ) 的 “二 元 " 迷 粥 
六 数 , 即 当 p(X。, 五 ) >0, p(s 了 )->0 时 p(XwYs)->p( 四 ,了 ). 

对 于 有 中 的 定点 Xo 及 常数 8>0, 称 R" 中 到 ZX。 点 的 钼 高 
小 于 5 的 点 的 全 体 所 作成 的 集 合 为 以 ,为 心 ， 以 6 为 半径 的 名 
域 ， 记 为 六 (Xo,6)。 当 没有 必要 指明 X。 和 6 时， 就 简称 之 为 一 
邻 域 

对 于 及 "中 的 点 集 下 ， 如 有 常数 开 ， 使 对 于 任意 下 = (zy 
2 EM， 都 有 |zoj 才 有 (i 一 42,…,2)， 则 称 MM 为 有 界 的 

» RF ee- 


- 人 pp ee 


显然 旭 有 界 的 充 要 条 件 是 有 常 教 大, 使 对 一 切 XCM 都 有 of 其 
D) 雪 天， 此 处 0= (0,0,…,0) 称 为 取 " 中 的 原点 . 
对 于 蕊 = (za zo，…, zn)ER", 今 后 用 上 六 表示 p(X,0), 即 


izi=( 守 4) 
称 为 X 的 模 或 长 度 . 
sf 聚 点 ,内 点 ,边界 点 ， Bolzano- 
Weierstrass 定 理 :1 


设 BCR*，PocR*， 我 们 来 研究 Po 与 至 的 关系 . 现在 有 三 
和 可 能 四 7 

第 一 , 在 了 ， 附近 根本 没有 如 的 点 ， 即 有 邻 域 NCPo，6) 使 
N{Po, dO) NB= ; 

第 二 ,Po 附近 全 是 加 的 点 , 即 有 邻 域 交 (Po 5) CB; 

第 三 , Po 附近 妍 有 属 千 豆 的 点 也 有 不 属于 吾 的 点 ， 邯 在任 
意 以 PP, 为 心 的 都 域 克 (Po, 6) 中 , 婚 有 PEB 也 有 P'EB, 此 时 我 们 
称 Po 为 召 的 这 界 点 ， 

定 炎 1 设 吾 CR",PoER"， 如 果 奉 在 >0 全 以 Po 为 心 ， 以 
只 为 半径 的 名 域 入 (Po, 8) CH, 则 我 们 就 称 Po 为 五 的 内 点 , 

定义 2 设 CR",PER*, 如果 对 任 章 56>0, 在 以 i 为 心 ， 

. 氛 5 为 半径 的 侣 域 入 (Po, 信 中 恒 有 无 劣 多 个 点 属 十 妞 ， 则 我 们 就 
称 Pp 是 吾 的 滩 点 . 

显然 七 的 内 点 必 为 召 的 聂 点 , 但 刀 的 聚 点 可 以 不 是 召 的 内 点 ， 
捆 为 还 可 能 是 边界 点 天 次 也 的 内 点 一 定 属于 思 而 刀 的 聚 吉 风 就 
可 能 属于 也 可 能 不 属于 了. 

定义 3 对 于 CR"， 称 吾 的 金 体察 点 所 作成 的 点 集 为 巨 的 
导 集 , 记 为 所 ， 叉 UF 称 为 玉 的 闭 包 , 记 为 . 

2 


定理 1 PoE 的 充 要 条 件 是 Po 为 如 之 一 极限 点 ， 即 有 一 悍 
豆 异 的 点 PEB 使 POP Po) ->0 (n>00). : 
[证明 \ 充分 性 显然 ， 事 实 上 ,对 于 和 任意 入 (Po, 6), 因 为 6>0， 
压 只 要 以 充分 大 , 当 #2m 时 便 有 POP Po) 一 39， 从 而 Pi&EN)Po, 
5) ,这 样 的 Ps 当然 还 是 有 无 穷 多 的 . 


现 证 必要 性 ， 令 &= 二， 则 5.>0。 敬 在 N(Po,6,) 可 应 有 


无 穷 多 个 点 PEE( 因 Pu 到)， 任 选 其 一 作为 已 一般 说 来 , 如 已 

作 几 互 时 的 了 了 PEBENNGPo t=1,2,-… RR， 出 因 加/ 

NN (Po, suD 是 无 穷 集合 ， 故 
ENN(Po, 3) 一 [PP 天 他 . 

有 从 向 可 取 PrriEE NN (CP,, ,+ 1) — {P:, + Psa}, 显然 它 和 FP., Ps,. 

…，P 中 任何 一 个 都 不 相同 ， 总 之 ， 我 们 得 到 了 一 囊 互 异 的 点 


{Pn}, PiEBR, PEN (Po, 6,), t=1,2,3, 注意 6 一 二 0 | (Fi 


cc) , 禾 p(P,, Po 一 0， 证 完 . 

定理 2 阁 ACBCR", 则 ACB' 

定理 3 若 4CR',BCR", 则 (4UB)'=AUB'. 

证 明 因 ACA4UB,BCC4UB, 所 以 从 定理 3，A'C(4UB)', 
BCCAUB)', 从 而 4UB'CCAU BY)'， 另 一 方面 , 设 PE(AUB)' 
则 由 定理 工 有 一 申 互 异 的 点 PoEdUB， 便 P(P 一 0， 若 PE- 
4 则 PcAd'UB; 若 PEA4'， 则 也 ,中 至 针 有 有 限 多 个 属于 4, 其余 
无 穷 多 人 性 都 是 属于 8B 的 . 于 是 再 根据 定理 1 知 PEB'CA'UB'. 这 
证 明 (C4UB)'C4'UB'. 证 完 . 

定理 4 (Bolzano-Weierstrass 定理 ) 若 8 是 Rr 中 一 有 界 
的 无 穷 集 含 ， 则 吾 至 少 有 一 个 束 点 己 ( 忆 可 以 不 属于 一 . 妈妈 

» 9 » 


er re 


了 
证 明 ”为 简便 计 ， 我 们 只 就 

#=2 的 情形 进行 还 明 。 因 为 召 有 
界 , 故 应 有 常数 夺 , 使 下 包含 在 正 
方形 B= {x8); [rz[EM, || 
-<M} 中 ( 洛 2)， 规 用 坐标 轴 将 | 
.Ro 分 为 四 个 小 正方 形 ， 则 其 中 至 
消 有 一 个 小 闲 正方 形 中 有 无 穷 多 个 属于 百 的 点 ， 现 令 这 个 小 正 
方形 为 及 ， 则 有 的 边 长 为 必 . 一 般 阅 来 , 设 已 作出 了 个 边 平生 
千 举 标 负 的 逐个 包含 移 闲 正方形 

RDBDw…DR Rs 站 为 无 穷 集合 

可 的 边 长 为 2- 让 二 0; 1,2,…,%， 
击 将 忆 用 平行 于 坐标 轴 的 直线 等 分 为 四 个 小 闭 正 方形 后 ,这 四 个 
小 闵 正方形 中 必 至 少 有 一 个 中 有 无 穷 多 个 属于 召 的 点， 取 一 个 这 
样 的 闭 正 方形 记 为 Br，B。+i 的 边 长 显然 是 2-" 于 于 是 我 们 得 
:到 了 一 串 紧 缩 的 闵 亚 方形 BE,， 


RD RD RD . pm 


BRB, NE 是 无 穷 集 ， n= 二 0,1,2,3,"", 
的 边 长 为 2 一 0 (于 ->00) 


由 Cantor 的 紧缩 闭 和 形变 定理 , 应 有 唯一 的 一 点 Pe 站 RE。 以 


下 我 们 来 还 明王 就 是 加 的 一 个 聚 点 . 

设 入 CP，5) 是 以 一 为 心 的 性 六 一 个 邻 域 . 因 2 "型 ->0 ( 当 
- 放 -*co]， 故 只 要 0 充分 大 恒 有 2-mM<6/vw 3， 于 是 加 il 的 对 
角 线 的 长 小 于 38， 而 PSR， 所 以 BertiCN ICP， 人 有， 从 而 五 站 
- 轴 wo 二 和 NCP, 四 ,这 说 明 在 和 NCP,6) 中 确 有 无 穷 多 个 属于 吾 航 点 . 
+s 3 » 


证 完 . 

起 如 的 边界 点 而 不 是 B 的 聚 点 的 点 称 为 情 的 弧 立 点 ， 显 然 ， 
召 的 孤立 点 一 定 属 工 吾 。 如 果 集 合 吾 的 每 一 个 点 都 是 孤立 点 ， 则 
称 召 为 巴 立 集合 . 

我 们 来 证 明 : 凡 扳 立 集合 都 是 有 限 集 合 或 可 数 集合 ， 设 马 是 
孤立 集合 ,对 于 任意 PE 中 都 应 有 5r>>0, 使 X(P, 26n) 由 B= {P}, 
我 们 在 (P65) 中 取 一 有 理 点 ( 即 举 标 金 是 有 埋 数 的 点 } 记 为 Ro 
当 Pl,，P; 是 局 中 两 个 不 同 的 点 上 时， 一 定 有 Rr, 沽 Bo。， 因 若 不 然 ， 
Rp, = Rp,s 则 

PP Pa) Sp Py, Ro) + plRe,s Po) =p(P, Rp)+ 

p{Rp,, Pro) Bp + Br, <2max{de,, do,} 

不 坊 设 max (55, 67»,} 二 5,， 于 是 p(Pi， pe ,这 说 得 
PsEN (CP,26p 0); 从 而 入 (Pi,26p) 站 B= {Pi, Po}， 共 有 盾 ' 范 之 , 估 
.PEE 到 Rs 的 对 应 是 一 对 一 的， 人 成 一 可 娄 集 
了 以 有 限 或 可 数 

是 丈 立 集合 的 完 要 条 件 是 上门 色 = 
各 果 二 ， 则 吾 称 为 离散 集合 . 王浆 放 集 全 者 是 导 立 人 


合 ,但 抓 立 焦 合 不 一 定 是 离散 集合 ， 比 如 在 RR 中 的 点 集 和 1 
1 2, 3,… 人 是 孤立 集合 但 不 是 离散 集合 ,因为 0 是 它 的 一 个 了 


习 是 


1，、 证 明 PoéB' 的 完 要 条 仔 是 对 于 任意 含有 了 ,的 分 域 WEP, 拉 (不 一 定 
秘 Po 为 中 心 ) 中 , 答 有 蜡 于 Po 的 点 PP 属于 吾 ( 事 实 上 这 样 的 已 其 实 还 是 有 
无 穷 儿 个 )。 而 Po 为 的 内 点 的 充 要 条 件 则 是 有 舍 丰 Pi 的 邻 域 让 (P， 二 
《同样 ,不 一 定居 Po 为 中 心 ) 存 在 ， 使 NN(P,OOCE. 
2、 误 及" 一 及 ] 是 全 位 实数 ,B, 是 [0, 二 上 的 金 部 及 理 点 ; 求 本 ,是 
。 3 了 。 


a re ee he 


3， 设 有 R* 一 Rs 是 苦 通 的 妙 平 面 瑟 一 Tt 和 3 72 十 y 1}， 本 到 ,到 
4， 设 R" 一 BR: 是 普通 的 zy 平面 , 吾 : 是 国 数 
Lainl, EE - 
一 省 
日 区 二 他 
犁 图 形 上 的 点 有 所 作成 的 集合 ， 求 豆 . 
. 5。 证 明 当 畏 是 R+ 中 的 不 可 教 无 穷 点 集 时 ， 好 不 可 能 是 有 限 靠 ， 


§2 开 集 . 闭 集 与 完备 集 


在 数学 分 析 中 我 们 常常 遇 到 一 类 特殊 的 点 集 , 即 所 请 区 域 .区 
域 卫 的 重要 性 质 之 一 是 : 车 点 PED， 则 一 定 有 包含 P 王 其 内 的 一 
小 块 平面 完全 属于 D， 因 此 用 我 们 现在 用 的 术语 来 说 就 是 卫 的 每 
二 个 点 都 必须 是 内 点 ， 

”定义 1 若 集 合 召 的 每 一 个 点 都 是 它 的 内 点 ， 则 妃 称 为 开 集 ， 

最 然 在 及 : 中 加 ,1) 是 一 开 集 (在 RR* 中 就 不 是 ), [0,1) 不 是 ， 
在 有 R? 中 (x 办 ; 开 十 六 之 人 是 一 开 集 (把 它 放 在 及 s 中 来 看 时 ， 即 
看 作 (zy 2); 一 于 二 1,z 二 0:, 训 不 再 是 开 集 六). 

又 整个 空间 R 以 及 空 集 儿 都 是 开 集 . 

定义 2 堵 DR， 好 包 包含 了 它 所 有 的 如 聚 点 ， 则 户 称 为 
闭 集 . 

显然 在 及 ! 中 [0, 1] 是 闵 集 ,50, 1) 则 不 是 (注意 [0,1)》 也 不 是 
开 集 ), 在 RR? 中 (4, 胃 ; x 十 六 1} 是 半 集 ， 叉 整个 空间 有 R* 和 空 
集 儿 以 及 任意 的 有 限 集合 都 是 闲 集 (注意 , R" 和 5 也 是 开 集 ). 
“定理 1 束 ， 百 便 为 洲 集 . 

证 明 设 PiE(B)， 则 由 81， 习 题 1， 在 任意 包含 P 的 分 
域 玉 中 宣 应 有 点 PE 至, P 隆 Po。 因 为 PLE 妈 , 干 是 又 有 恬 于 加 的 
PEN 和 而且 还 可 以 要 求 Ps 尖 Po, 再 利用 31 习题 1 即 得 PoEB, 所 
* 2 。 


以 到 是 闲 集 . 

因为 中 一 如 六， 散 姥 = FU (8) 过 BU FF' 二 C 尹 法 证 朋 
情 也 是 闭 集 ， 

定理 2 是 闵 集 , 则 "是 开 集 ;9 是 开 集 则 0° 是 闭 课 . 

证 明 设 PEF' 则 PoER. 因 下 是 闭 集 ， 故 PE 所 于 是 
.PoEFU FF'， 从 而 应 有 包含 Po 的 某 邻 域 N(Po, 人 5) 存在 , 使 NCPo， 
NP- 1 习题 1), 即 和 (Pe, 6) CCF， 所 以 PP 是 内 丹 ( 8 1 
习题 1 第 二 部 分 )、 因 Po 任意 , 故 已 证 明了 Fr" 是 开 集 . ， 

现 设 PoE(G)', 则 干 任意 邻 域 和 (Pos6) 中 均 有 无 穷 多 点 属于 
"Gr:， 即 和 (Po,6) 不 能 完全 包含 在 昌 中 , 所 以 PEG， 即 Po&G*, 这 
证 明了 (G8)'C@. 

定理 3 任意 一 族 用 集 之 交 为 采集 . 

证 明 设 下 = 站 Pi Fs 为 用 第 ; 国 六 ccF， 故 和 四 


关系 对 于 任何 i 并 均 成 立 , 均 P'C 站 Fi (第 一 章 , 1 定理 加 


< 3 但 五 灾 也 , 故 
(nz) -zchfl FC F,=F, i 
了 i 和, 


鞭 [ 以 六 是 六 集 . 
定理 4 任意 一 族 开 集 的 并 为 开 集 . 


证 明 m0= Ue-((U0)) =( (ot), ma 


2 及 定理 3 其 得 . 
定理 5 有 限 多 个 闭 集 之 并 仍 为 团 集 . 
证 明 显然 愉 要 就 两 个 集合 的 情形 证 明 凤 可 , 设 F=F,U 
多 >, 所, 都 是 闭 集 ， 则 (FU FD) 二 URECFIUF， 所 以 FLU 
各 李子 芹 


六 :是 闭 集 . ， 
定理 6 有 限 多 个 开 集 之 交 仍 为 开 集 。 1 


um m0 a((Ao)) (De). 


定理 5 和 定理 6 中 集合 个 数 是 有 限 这 个 限制 是 必需 前 

例 设 忆 -| 二 ,1 二 | (s 之 3)， 则 了。 是 采集 ,而 册 P。= 
0, DD 不 是 六 集 . z | 

= 1 1...1 让 rt 

设 Gu 一 (一 1 一 二 ,I++ 去) 昌 人 是 开 系 , 而 站 6。=[ 一 ,1 
不 是 开 集 

定理 7 (Borel 有 限 覆 茜 定 理 ) 设 也 是 一 有 界 采集 ,.L 是 一 
族 开 邻 域 ，.4 完全 材 盖 了 7( 即 于 五 中 任 一 点 >， 恒 有 邻 域 NE 
使 *<N)， 则 在 -h 中 一 定 存在 有 限 多 个 邻 霹 

Ni Nas ,Ni 

它们 完全 种 盖 了 . 

证 明 ”下面 的 证 明 方法 基本 -上 是 属于 Lebesgue 的 ， 我 们 分 
作 两 步 来 证 明 . 

1” 先 证 明 存 在 正 数 8, 使 任 
一 以 属于 了 的 4 为 心 的 3 分 域 RY 
都 将 包含 在 某 一 个 略 于 -6 的 开 令 
域内 ， 设 不 然 ， 即 没有 这 样 的 正 
数 3, 则 于 任意 下 整数 ,二 都 不 


能 琢 作 5， 因 而 必 有 zsEF， 使 图 3 


是 了 可 


(= 车) 不 包含 在 任何 媳 于 Kt 的 开 部 域 中 ， 由 干 了 有 界 {ss} 


忆 F 自然 也 是 有 界 的 ， 如 果 {zw} 有 无 限 多 个 不 同 的 元 素 ， 则 茶 
Bolzano- Weierstrass 定理 ， 有 府 点 zo; 邵 果 {zn} 只 有 有 限 多 个 下 
同 的 元 素 , 则 至 少 有 一 个 虚 wo 出 现 无 限 多 次 ,内 此 无 论 和 如何 ,总 交 
fz 相 的 一 个 子 拔 列 fw, 使 za 一 ze 注意 五 是 闭 集 ， 所 以 zo0E, 朗 
.人 履 盖 下, 因此 有 NE, xz0EN， 设 和 N= 二 N (go 说， 则 有 于 >>0, 使 
NT) CN (Cy D(CT3), 广 意 zn,>zo， 所 以 可 以 取 n; 充分 大 ， 使 


plsw, ro) < 亏 < 守 于 是 N(x LL)EN eo, nCN (Ge, 1) 


.， 这 与 zw 的 定义 巴 盾 ， 这 证 明 满足 所 述 次 求 的 6 是 存在 的 
(这 个 正 数 5， 通 称 为 Lebesgue 数 ). 

2 因为 也有 界 ,我们 可 以 用 平行 于 坐标 下 面 的 超 平 面 将 下 分 
成 有 限 多 个 小 块 , 使 每 一 块 中 任意 两 点 的 距离 都 小 于 6, 设 这 些小 
抉 是 可 ，Fs,…，Fm。 在 每 一 了 中 任 取 一 点 zt， 作 z1 的 6 邻 域 
(zy6)， 则 应 有 WE 使 (zi 人 CN 于 是 得 出 属于 . 儿 的 


有 限 多 个 开 邻 瑾 Wu We 最 然 了 = | Pic ULj NW -证 完 . 


如 果 一 个 集合 吾 的 每 一 个 点 都 是 它 自 身 的 豪 点 〈 即 证 有 莪 立 
点 ), 则 吾 就 称 为 自 密 的 ,特别 是 自 密 的 闭 集 称 之 为 完备 妆 , 写 出 来 
就 是 

定义 3 车 妃 = 马 ， 则 吾 就 称 做 完备 集合 . 

显然 空 集 包 是 完备 集 . 

表面 看 来 ,既然 一 个 完备 集合 一 方面 是 闭 集 , 而 咽 一 方面 每 一 
个 点 又 都 是 凝聚 点 , 似乎 它 就 会 鲁 请 空间 的 一 小 块 ,但 是 这 是 一 种 、 
错觉 , 下 面 的 著名 例子 说 明 检 本 不 是 这 么 回 于 ， 

例 (Cantor 集 合 ) 将 封闭 的 区 间 [0, 1] 均 分 为 三 息 , 删 去 中 渴 


TT : Or rp PR 


的 开 区 间 ( 二 ,对 》 剩 下 两 个 阿 区 间 ] 0 雪子 ,了 (加 作 天 把 这 下 
部 分 都 均 分 为 三 段 , 删 去 中 间 的 两 个 开 区 间 , 即 ( 村, 十 》(- 全 全 让 
及 此 继续 作 下 去 , 自然 有 些 点 是 永远 删 不 去 的 , 例如 二 和子 以 及 所 


悄 流 贡 去 的 开 区 间 的 六 点 训 是 这 样 的 上 ， 所 有 永远 员 不 去 的 点 所 
作成 的 点 集 方 就 称 为 Canior 集合 . 
导 在 我 们 来 证 明 Canter 集合 百 是 一 完备 集合 ， 


图 4 : : 
Te 帮 语 一 半 集 ， 即 PC 事实 上 ， 坊 4 是 所 有 被 了 的 点 
作成 的 集合 , 则 4 是 可 孝 多 个 开 集 ( 开 区 间 ) 的 和 , 所 以 是 开 案 ， 前 
如 =[0,1] 一 4=[0, 雪 站 47( 第 一 章 ，$1 忆 二 2) 故 如 是 闭 健 ( 运 直 
和 2 定理 5)， | 
2* 加 是 自 蜜 的 , 即 卫 CB'， 首 先 我 们 注意 在 进行 第 一 次 删 去 


手续 以 后 所 余下 的 了 个 闲 区 间 的 长 度 都 是 -了 ， 进 行 第 二 次 删 去 手 


比 以 后 简 下 的 四 个 站 区 间 的 长 度 都 是 吝 ， 一 般 赔 来 在 进行 总 次 英 


去 手续 以 后 ， 所 余下 来 的 2" 个 六 区 间 的 长 度 都 是 去 , 现 设 2EB， 
(a 有) 是 包 全 < 的 任意 一 开 区 闻 , 令 5=mminfz 一 0 一 从， 则 65> 
0, 改 只 归 mo 取得 充分 大 便 有 3 <6。 噬 然 = 是 永远 删 不 去 的 点 ， 


z 也 应 该 必 于 删 去 ma 次 以 后 所 余下 的 某 一 个 团 区 间 中 , 设 这 个 峡 
和 猎 间 是 /5 册 有 cap ， 于 是 它 的 两 个 端点 也 应 读 在 (ar 家 ) 中 ， 
和 本 本 二 


但 它们 都 是 属 子 吾 的 点 ,所 以 (a 月 ) 中 至少 有 一 异 于 = 的 虑 属 
盏 , 这 延明 zxE8'(§ 1, 习题 1). 

总 结 1 和 和 | 2"， 我 们 已 证 明 ; Cantor. 集合 是 一 完备 集合 但 是 
它 显 然 不 能 包含 任何 区 间 ， 即 对 于 任意 La，6]， 恒 有 [eg 有 ] 一 豆 
天 让 . 

一 个 集合 瑟 ,， 如 果 它 的 附 包 互 不 包 合 任何 邻 域 ， 则 称 为 是 无 
处 竹 密 的 .Cantor 集合 便 是 直线 上 的 一 个 无 处 稠密 的 完备 集 . 

Cantor 集合 在 对 许多 问题 的 讨论 中 都 有 用 处 ， 因 为 它 有 许多 
很 “次 特 " 的 性 质 ， 可 以 用 来 举 出 种 种 反例 ， 破 陈 许 多 似是而非 的 
错觉 ， 现 在 大 家 不 妨 来 计算 一 下 在 作 Cantor 集合 时 所 去 掉 的 那 
些 开 区 闻 的 长 度 的 总 和 , 恒 会 看 到 那 是 1, 即 和 [0, 1] 区 闻 的 长 论 
一 样 ， 那 么 剩 在 Cantor 集合 中 的 点 是 不 是 就 很 少 了 昵 7 我 们 在 下 
一 上 中 将 会 看 到 ， 党 全 不 是 这 样 。 Cantor 集合 的 基数 觉 航 是 连续 
六 c， 即 Cantor 集合 中 点 的 “个 数 " 是 和 fo0, 1] 区 河中 点 的 “ “个 

-- 样 的 ， 

我 们 已 知 RR” 中 开 集 的 余 集 是 闭 集 ，( 可 数 多 个 ) 开 集 的 并 
集 还 是 开 集 ， 有 有限 多 个 开 集 的 交集 还 是 开 集 ， 而 可 数 多 个 开 党 的 
交 , 则 不 一 定 是 开 和 集 了 ， 和 如 果 点 集 召 是 可 数 多 个 开 集 的 交 , 则 我 们 
就 说 瑟 是 一 G0 集 ， 易 见 可 数 多 个 G, 集 的 交还 是 G, 集 ,不 过 可 数 
多 个 G, 集 的 并 不 再 一 定 还 是 G, 集 了 ， 所 以 我 们 把 能 表 成 可 数 多 
个 G, 集 的 并 的 点 集 称 为 Gs 集 , 依 此 类 推 ,还 可 定义 Co 集 芍 部， 
和 如果 从 闲 集 出 发 ， 我 们 可 以 定义 能 表 成 可 数 多 个 闭 集 的 并 的 点 集 
为 了 集 ， 能 吉成 可 数 多 个 瑟 集 的 交 的 集合 为 了 ,; 集 等 每 ， 如 果 
我 们 用 多 表 R" 中 全 体 开 集 ， 则 天 述 这 些 集 台 都 是 可 以 从 多 中 
元 素 出 发 ,通过 作 取 余 集 ， 作 可 数 交 , 作 可 数 并 学 手续 而 作出 来 的 
集合 ， 通 常 我 们 把 由 多 所 产生 的 , R" 的 子 集 的 0- 域 实 (多 ) 记 为 
名 (有 民 ") 或 史 ， 称 为 恨 " 中 的 Borel 集 类 ,而 号 中 元 素 ， 则 称 为 及" 

外 


a 


中 的 Borel 焦 ， 开 集 , 闭 集 ;下 , 集 ，G, 集 等 等 都 是 Borel 集 ， 由 定 
义 即 知 Borel 集 的 余 集 ,可 数 交 、 可 数 并 仍 为 Borel 集 ， 于 是 一 总 
Beorel 集 的 上 ,下 极限 也 都 是 Borel 集 . 

”虽然 Borel 集合 类 是 一 个 相当 广泛 的 集合 类 ， 我 们 常见 的 点 
焦 几 平 部 足 Borel 集 , 性 是 确实 还 有 许多 不 是 Borel 集 的 点 集 ， 不 
过 要 讨论 这 个 问题 ,已 经 超出 了 本 课程 的 范围 .我 们 只 能 在 这 里 指 
出 这 个 事实 而 不 给 出 进一步 的 论证 了 ， 好 在 在 第 三 章 8 3 中 ,我 
们 交会 见 到 一 个 不 是 Borei 集合 的 点 集 的 例子 的 . 

习 ” 题 
”1， 证 明 点 集 不 为 半 集 的 充 要 业 件 是 正二 忆 . 

2， 设 f(D) 是 (一 co;co) 上 的 实 值 连续 函数 ， 证 明 对 于 任意 常数 09; 
于 (9) 中 都 是 开 集 , {zi 于 Co) 尖 中 都 是 亲 集 . 

3， 证 明 任 何 圭 域 六 (了 名 都 是 开 集 而 且 太 (下 ,6 =P'; ptP', pc). 
《机 遂 带 称 为 一 闭 邻 域 . ) 

4, 设 和 A 是 一 有 限 闭 区 间 , ta=1， 2,3,…) 都 是 和 的 闭 于 集 ,证 明 如 时 


sl 本 
站 一 6, 则 必 有 正 整 数 思 ,使 门 忆 一 允 - 


| 内 到 1 
5. 设 8CR". .4 是 一 族 完全 秆 盖 吾 的 开 邻 域 , 则 有 中 的 可 数 (或 有 限 ) 
答 个 邻 城 wy…Wnr… 它 门 也 完全 覆盖 了 加 《Lin6elof 定理 》 


6. 证明 及 * 中 任何 开 集 G 都 可 家 成 8 一 | 站) 的 形式 ， 其 中 了 一 


. i=l 
AP}Pa {ry Te) CH Ed j=l 
7， 试 根据 Borel 有 限 扩 这 定理 十 明 Bolzano-Weierstrass 定理 。 
#8， 证 切 及 * 中 性 何 非 空 开 集 的 基数 都 是 ec. 
9。 证 明 对 任意 疾 王 及 加 都 县 及 ” 中东 洛克 的 最 小 的 闭 集 ， 
10， 对 于 在 及 : 上 定义 的 实 阔 数 天 区 ， 令 
mt{f, 7)=lim snp fr ) 一 liam inf Hr ), 


| | 
证 肯 对 任意 e>0, (7) tf,2) 守 j 都 是 闲 集 , 进而 评 明 了 2) 的 全 休 不 连续 虞 
we 


下 售 ， - 由 : 
.于 ECR 及 实数 定义 = {Ca ;Ts 3 (Eis 3 ER}. 
证 而 当 也 为 和 全 时 x 汶 开 集 , 当 忆 为 闭 集 时 ， ea 巨 类 也 集 . ，. 

12， 设 尖刀 ?是 定义 于 及 " 上 的 实 国 数 ， 证 明 f1P) 在 R* 瞎 瑟 的 充 要 
产 休 足 对 于 及 ! 中 任何 开 集 8 , 广 !(G) 会 1P;FIP)EG- 郑 是 下 中 的 并 全。 

13， 基 "上 的 实 国 数 f{(P) 称 为 是 下 半 连续 的 ， 如 果 对 和 引 意 忆 ER" 都 有 
APJslimipnfy(O)GIim (inf ,109))， 还 明 JCP) F 半 连续 等 从 于 对 任 生 
实数， (Pp; HP) 之 者 十 Re 中 的 闭 集 ， 也 每 价 于 :区 (P,3)3 PER*, P<} 
是 民 s ”中 的 了 时 

. 设 册 吾 是 及 * 中 的 有 界 闭 集 ,0<4<1, 证 攻 

AdT(1— AYBA {re (eA 有 a 

(gzn EB 使 w= A 十 (1 一 ADs fe=1, a} 
汶 有 界 闭 案 ， 举 例 培 明 当 4, 加 无 界 时 ,44 十 (1 一 二 可 以 不 是 前 蘑 ， 


§3 pp 进位 家 数 法 
为 了 今后 的 应 用 ， 我 们 来 介绍 进位 表 数 法 ,此 处 3 可 以 是 任 
总 的 人 本 的 下 整数 ， cc 
0 oO CC cic i=C, 
图 5 oi ala 


设 * 是 人 尾音 -一 个 小 于 1 的 正 实数 , 即 = 羡 开 区 间 (0,1) 上 前 一 
-外 点 , 现 用 分 点 中 一 0, 中 ,003,…,03-1, 3=1， 将 闭 区 间 [0,1] 均 
分 为 了 段 (图 5 是 ?=3 的 情形 ), 若 不 是 分 点 ， 则 应 有 唯一 的 一 
小 段 LC4， O04..,- 包 含 zy mg 是 一 个 不 大 于 3 一 1 的 整数 41 可 能 为 
0) ,此 时 我 们 就 说 * 的 第 一 位 小 数 是 a， 如 果 z=CHO< Hi<D) 是 
一 个 分 点 ,出 包含 的 小 展 就 有 两 个 , 即 LCH Ci 和 [0 0 
所 以 此 时 名 的 第 一 位 小 数 的 取 法 也 就 有 两 个 , 即 ;一 1 和 i， 我 们 
称 取 a = 一 1 时 为 第 一 种 表示 法 ， 联 qa 一 i 时 为 第 二 种 表示 庄 . 
现役 己 取 定 了 一 种 ,于 是 又 可 用 分 点 C8 一 C3 CF, 031, C2 
一 01,.,， 将 区 间 [C4, 04.,] 均 分 为 了 了 获 分 ， 仿 照 前 面 的 办 站 ， 我 


可 子 坊 昌 


们 定义 z 的 第 二 位 小 数 为 mm， 当然 如 果 了 不 是 第 一 次 分 割 时 的 分 - 
点 ,但 却 是 第 二 次 分 割 的 分 点 ， 则 在 定 第 二 位 小 数 时 ,又 应 该 有 两 
名 下 兴 而 如 果 ?是 第 一 次 分 割 时 的 分 点 ， 即 z=08 或 C3, 册 
是 只 能 属于 唯一 的 一 小 段 ， 因 此 它们 的 .第 二 位 小 数 只 有 一 个 - 
到 法 ,并 有 在 x 二 C8( 即 定 第 一 位 小 数 用 了 第 二 种 表示 法 时 ), 第 二 
位 小 数 ga; 必须 为 0， 并 且 以 后 各 位 小 数 也 来 远 是 0; 在 xs 一 伴 时 - 
《 芭 定 第 一 位 十 数 用 了 第 一 种 表示 法 时 )， 第 二 位 小数 必 为 Pp 一 1 
而 且 以 后 各 位 小 数 也 永远 是 ?一 1. 继续 这 个 手 续 ， 如 果 z 永 远 . 
不 是 分 点 , 则 
一 .qi 
站 示 法 是 唯一 的 , 如 果 x 是 第 不 次 的 分 点 ， 而 不 是 第 一 1 次 的 分 - 
点 , 则 
国 fe (一 DD (9 一 DD… 嫩 位 以 后 均 为 p 一 1) 
0.0i02 ge -IE 二 1 0 0 代位 以 后 均 汶 0) 
有 两 种 表示 法 . 
注意 要 z 为 第 次 分 割 的 分 点 ， 必 须 且 只 须 x 可 以 写成 : 


2x(0<m<2) 的 形式 ， 故我 们 得 出 结论 , 对 于 (0, 1) 上 的 每 一 点 5， 


(小 


如 果 tt 人 0 过 壤 之 2), 网 可 唯一 地 表 成 z 进 位 无 穷 小 数 的 : 
形式 ; 

T= 二 0 dd, 
而 如 果 z 证 是 下 之 形式 ， 由 它 就 有 两 种 表示 评 . 


到 上 氏 在 为 止 ,我 们 的 乡 进 位 表 数 蕉 还 并 没有 完成 ,因为 我 们 还 : 
不 知道 是 末尾 意 一 个 由 小 于 P 的 非 贷 整 数 作 成 的 “序列 ” 
Oa dada 《洒洒 让 
也 都 表示 一 个 人 0;,1) 上 的 点 ， 而 且 当 它 不 是 (#*) 式 可 端的 那 种 形式 
ss 40 1" 


圣 这 种 对 应 是 否 还 是 一 对 一 的 ， 即 不 同 的 “序列 " 必定 对 应 不 同 的 
点 ,但 这 显 热 是 对 的 ,因为 对 于 任意 一 个 序列 {** 六 我 们 总 可 以 按 查 
ai tey cs "出现 的 次 序 ， 从 我 们 上 述 的 区 间 分 割 过 程 中 挑 出 一 品 


逐个 包含 的 闭 区 间 来 ， 它们 的 长 魔 关 ->0(0 一 co)， 故 由 Cantor 的 


闭 区 间 套 定理 , 应 有 了 瞧 一 的 一 上 民生 所 有 过 区 罗 , 8 显然 与 > 
对 应 的 无 穷 “ 序 列 " 就 是 {s*)，, 故 


=0.0 20"" 


而 内 如 果 (+4) 不 是 (*) 式 中 有 庙 的 那 种 “序列 ”， 则 所 抗 出 的 泪 一 让 
闭 区 间 不 会 只 某 一 个 以 后 所 有 的 闭 区 间 都 有 一 个 共同 的 端点 ， 因 
此 与 (*9) 对 应 的 之 还 是 唯一 的 , 岗 样 ， 训 果 (**) 是 (*》 趟 右 端 那 


种 形式 , 则 它 所 对 应 的 点 就 是 zF 形式 的 ， 同 时 对 应 就 不 再 是 1 一 1 


对 应 . 

记 果 ?一 10, 则 所 有 a; 都 是 由 数字 0, 1, 2,…，9 作成 的 ,得 出 
前 就 是 普通 的 十 进位 表示 法 ,如 果 p=2; 则 o 或 为 0 或 为 在 这 就 
是 二 进位 表示 法 . 

大 家 在 学 习 前 一 节 的 Cantor 集合 时 ， 或 许 会 产生 一 个 问题 ， 
那些 永远 去 不 掉 的 点 到 底 是 鄂 些 点 呢 ? 甚至 还 会 怀疑 是 不 县 最 后 
就 只 剩 下 那些 分 点 了 ?如 果 我 们 对 于 (0, 1) 上 的 点 使 用 三 进位 天 数 
法 , 则 这 个 问题 的 解答 就 变 得 非常 明显 耻 , 因为 作 Cantor 集合 时 ， 
短 次 都 是 把 区 间 分 为 二 第 分 ,而 去 掉 的 是 中 间 瑞 段 , 因此 去 掉 的 点 

在 川 三 进位 表示 时 , 必然 出 更 1 这 个 数字 ,反之 任意 一 个 不 是 分 点 
的 如 如果 它 的 三 进位 表 数 法 中 有 1 这 个 数字 ， 则 在 经 过 若干 次 出 
去 以 后 ，z 必然 在 被 居 去 的 区 闻 里 边 ， 即 2 不 尾 王 Cantar 集合 
新 以 Cantor 集合 就 是 田 0。1 以 及 (0, 1) 上 的 所 有 那样 的 = 组 成 
犁 ,它们 在 表 成 三 进位 小 数 时 不 会 出 现 数字 I (当然 对 于 那些 有 两 


* #1 - 


种 表示 法 的 分 点 ， 要 适当 地 选 定 表 示 法 ， 才 能 使 其 中 不 出 更 数字 - 
27. . . , 

妈 昌 我 们 再 利用 二 进 拉 小 数 法 将 (0, 1) 中 的 点 表 成 二 进位 小 - 
数 , 则 不 难看 出 Cantor 集合 中 的 点 是 可 以 和 (0,1) 1 一 1 对 应 起 来 - 
的 , 历 以 它 具有 过 续 基数 ， 这 也 就 疯 明 了 Cantor 集合 中 不 是 只 有 
那些 分 点 的 , 因为 全 部 分 点 显然 作成 一 可 数 集合 2 

定理 “ 设 入 代表 所 有 由 0,1 两 个 数字 重复 排列 而 成 的 序列 ; 
WM 0, 1)., 

证 明 如 果 我 们 将 (0,1)》 中 的 任意 ?用 二 进位 小 数 表 出 ， 峙 
瑞 实 每 一 个 * 都 对 应 由 0,1 重复 排 成 的 序列 ， 但 是 这 种 对 庶 不 是 : 


一 对 一 的 ,因为 每 一 个 形 如 袋 的 数 都 有 丙种 表示 法 ， 因 此 对 应 两 


个 这 样 的 序列 ,现在 我 们 约定 只 用 第 一 生 表 孙 站 ,于 每 个 3E(0, 1 
就 对 应 于 唯一 的 一 个 由 0,1 重治 排 成 的 序列 ， 现 在 我 们 将 对 应 于 - 
删 去 了 的 二 进位 表 永 法 的 那些 序列 以 及 库 列 0, 0， 0 和 191 1 
作成 集合 了, 则 全 自然 是 可 数 的 (因为 所 有 形 如 忆 的 数组 成 可 数 
集合 ), 而 疙 一 T 了 与 (0,1) 的 对 应 已 经 是 一 对 一 的 了 ;所 以 
T0010). 

子 是 车 六 三 但 , 2.3,… 小 , 则 | 

B= TUT~0,1)UN. 
和 但 由 第 一 章 $3 定 理 ?;, 0,1) UN~(00,1)， 教 泡 一 (0,1). 


习 题 


1 证明 由 (0，1) 开 区 间 中 的 实数 二 组 成 的 实数 序列 的 全 体 作 成 一 基 狐 : 
为 * 的 集合 ， 进 十 证 明 由 任何 实数 组 成 前 实数 序列 的 全 体 所 作成 的 沫 全 种 
基数 也 是 c、. 
= A42 » 


2， 证 明 区 间 fo,1] 上 上 的 全 体 连续 函数 所 作成 的 集合 的 基数 是 ， 同 样 
和 01] 上 的 堪 连续 的 单调 函数 的 全 体 所 构成 的 集合 的 基数 是 . 


84 一 维 开 集 ,了 闭 集 ,完备 集 的 构造 


本 节 专 门 讨论 一 维 空间 , 即 数 直线 上 的 并 集 , 翔 集 及 完备 集 的 
持 构 ， 在 本 池 中 , 一 切 点 集 都 是 一 维 空间 及 : 中 的 数 集 , 不 再 逐次 
声明 . 

定理 1 任何 非 空 的 有 界 开 集 都 是 有 限 多 个 或 可 数 多 个 下 不 
相交 的 开 区 间 的 并 .这 些 开 区 间 的 端点 都 不 属于 这 个 开 集 ， 

证 明 设 开 集 GCC 一 型, 好)， 对 于 任意 rEGQ， 因 昌 为 开 集 ， 
教 有 开 区 间 (a, 有) 使 zsE(e 有)CG， 信 及 一 {x:zEG, zj， 最 
然 E。 是 非 空 的 且 以 a 为 一 上 界 ， 记 如 的 上 确 界 为 gw， 则 人 < 且 w 
而 且 wEG, 因 为 车 和 EC, 则 e>>0 充分 小 时 (ke 一 ea 二 Be) 雪 妇 ， 而 
必 是 Bs 的 上 确 界 ,所 以 应 有 yEE 使 4 这 引 >a' 一 ee， 由 百 。 定义 
yEQ, 与 (a' 一 e， %' 十 8e) CG 矛盾 ,可见 a' 世 G 必然 成 立 。 但 在 
(%',0) 之 上 是 不 能 再 有 点 不 属于 避 的 , 故 (a',) CG， 辣 料 地 ， 我 
们 可 以 适当 地 放大 8 成 (如 果 有 这 种 必要 的 话 ), 使 (a'，B”) 己 
Gay 8!'EG, 这 事实 上 是 说 将 (a,8) 民 可 能 地 放大 , 直到 迪 到 不 属 
于 8 的 点 为 止 , 如 果 以 1 表示 这 样 得 出 来 的 包含 * 的 齐 区 间 to， 
8), 则 显然 ,对 于 不 同 的 点 mirEG, 或 者 1a= 7-， 或 者 7 站 Te 
好 ,因此 由 第 一 章 $ 3 刀 题 2 即 知 {1 zee 中 至 多 有 可 数 多 个 彼此 
互 蜡 的 开 区 间 , 设 其 为 

Ti, Ta, Tay “sy 


则 显然 8 忆 [|| J，(m:， 有 限 或 co), 但 另 一 方面 0 汪 了 生成 立 , 训 
于 一 上 


又 有 GLUT 于 是 如 = [film; 有 限 或 oo). 
平一 1 二 1 


vs 过 了 王 


定理 3 设 互 是 一 非 空 的 有 界 亲 集 ， 则 下 中 必 和 有 一 最 大 点 人 (最 
大 数 ) 和 一 最 小 点 (最 小 数 )， 
| 证 明 因 站 有 界 , 攻 有 型 使 1zj 委 型 (xEFI。， 从 而 
rN (wxEF), 
即 所 有 工作 成 一 有 上 界 的 数 集 , 设 1 是 它 的 上 确 界 , 则 要 证 有 散 
大 点 只 须 证 明 jEF 则 可 ,因为 4 是 上 确 界 , 故 于 任意 >0, 恒 有 
ZEF 使 二 守 w > 一 2， 若 上 =z 则 WER, 若 At， 则 这 说 关 站 
EE 于 是 也 有 EE 二， 所 以 中 有 最 大 后 已 得 证 。 次 似 地 我 从 育 以 证 
明太 中 有 最 小 点 Y， 
.定理 3 . 设 卫 是 一 非 空 的 有 界 闲 集 ， 则 是 由 一 六 区 和 中 央 
挤 有 限 个 或 柯 数 多 个 互 不 相 变 的 开 区 间 面 成 ， 这 些 开 区 闻 的 羡 点 
都 还 是 属于 六 的 . | 
”证明 由 定理 2 知 王 和 [ws APy HE, 谤 
G=[», kj—F=(Y, 1)—F= Cr, NP 


是 一 有 界 开 集 ， 因此 由 定 再 1 知 是 有 限 个 或 可 数 多 个 互 不 相交 的 
并 区 间 的 和 ，G= U 志 这 些 区 间 的 端点 者 起 不 属于 G 的; 六 此 属 
于 及， 又 GCC as], 故 


P=[y, 1—0= 中 -Us 有 限 或 co)， 


拒 : 
， Tp 


定理 得 证 . 
定理 3 中 所 述 各 区间 ,通常 即 称 为 的 邻接 区 间 . 

二 有限 人 或 可 数 多 个 区 同 以 所 ， 所 得 的 也 一 四 划 , 基 民 

已 经 完满 地 解决 了 线性 开 集 和 闭 集 的 结构 的 问题 ， 

定理 4 非 空 的 有 界 闭 集 了 是 完备 集合 的 充 要 条 件 是 ， 了 是 


县 一 六 区 阁 [e, 58] 中 去 掉 有 限 个 或 可 数 多 个 彼此 没有 公共 端点 且 
与 原 米 的 闲 区 闻 也 没有 公共 端点 的 开 区 间 而 成 ， 这 些 区 阅 的 句点 
都 是 略 于 歹 的 . 

证 明 根据 定理 3 有 上面 所 作 之 说 盟 ， 要 证 的 具有 这 些 区 间 
撤 此 没有 共同 的 端点 ， 但 这 是 显然 的 ， 因 为 去 掉 的 这 些 括 卫 的 端 
点 都 是 属于 了 的 ,所 以 xEF 是 孤立 点 的 充 要 条 件 是 ， 它 是 两 个 被 
去 掉 的 区 间 欧 共同 端点 ,或 者 是 E49 加 与 某 一 个 被 去 掉 的 区 交 的 共 


榈 端点 ， 


习 题 

1， 证 盟 金 体 有 理 数 记 构 或 的 集合 不 是 @, 全, 即 不 能 表 成 可 数 过 个 开 集 
唤 交 . 

2， 证 有 明 [0,1] 圭 爹 休 无 还 数 所 作成 的 集合 处 是 玉 , 集 . 

3 证明 不 可 能 有 在 [0,13 上 定义 的 在 有 型 点 外 都 连续 在 先 理 点 处 都 不 
连续 的 实 国 数 ， | 

14， 证 国 及 : 中 全 体 开 和 集 构成 一 基数 为 ¢ 的 集合 ， 从 而 民 ! 中 全 体 闭 染 
也 构成 一 基数 为 6 的 集合 . 


$5 点 集 间 的 距离 


现在 我 们 还 是 回头 来 考虑 一 般 % 维 空间 R* 中 的 点 集 、。 
定义 ” 设 4,B 是 了 : 中 两 个 不 空 的 点 集 ， 我 们 定义 4 和 思 之 
而 的 距离 为 
p{A, B) =inf {p(P, 0); PEA, 0EB)}. 
如 果 所 是 由 叭 一 的 一 个 点 了 所 作成 的 单 点 集 ， 则 4 和 之 间 
揭 距 离 也 称 为 点 书 到 点 集 互 的 距离 ,并 直接 记 为 p(P, B)， 即 
P(P,B) 一 P({P}， 了 ) 
=inf ip(P, 0); QEB). 
显然 对 于 尾音 两 个 非 空 点 集 4,8 都 有 pC(4, 8) 渤 0， 并 且 如 
申 各 于 。 


TT ee 


果 4NB 吉 ， 则 p(4,B) 二 0 但 是 P( 机 下 =0 并 不 一 定 4n 事 
#8. Min A= (- 1 0)，B=(0,D 时 ，4NB 一 2 但是 旺 然 
Pd B) = 

定理 归 4 为 丙 个 非 突入 ， 且 其 中 三 少 有 一 个 二 办 。 
则 必 有 P*E4, @*EB 使 

p(P*,0*) =p(4, B). i 

证 明 我 们 假定 4 有 界 , 4CR= {P; [zs] 所 MM i=1, 2 
由 因为 p(4, 瑟 ) 是 数 集 {fo(P,@)} 的 下 确 界 , 政 于 正 数 元 ， 恒 有 
teCP,@ 中 的 PfPo ea 使 

-0(4, BP) SPPr, On) SPB) + 六， 


此 处 P, 皇 4, EB, 于 是 得 到 一 个 序列 
(Pi, @1), (Pa Go (Pay 人) 
因为 4 是 有 界 的 , 故 音 看 点 列 
Pi, Po, Pa, -es Payee 
时 或 者 是 由 有 限 多 个 元 素 重复 排列 而 成 ,或 者 是 一 无 穷 有 界 集 ,所 
以 总 可 以 其 中 掀 出 一 子 序 到 。 
Po Per Pass 
使 它 和 莫 定 点 P* 的 距离 趋 于 0(§ 1, 定理 4 与 定理 1)， 即 (Po 
P*)->0(£->00), 注意 4 是 闭 集 , 玖 还 有 P*E4. 
现在 我 们 再来 看 与 {P,} 对 应 的 那些 作成 的 子 序列 
Qn Ores sn 
因为 
pa DO)sPfG Pm) PP 0) 


Ep(4,B) + 二 VR 用 
. 本 


时 过 丰 


pd 证 ) 十 9 二 IT， 
所 以 也 是 衣 界 的 ,未 处 品 是 〈0，0,…0 的 点 ， 于 是 和 PP，… 
了 了. 一样 ,也 应 读 有 一 个 子 序列 (Qs } 它 与 菜 定 点 89* 之 距离 趋 


向 于 0, 即 p(Q,， ,81) 0(i>c0), 又 Q*EB, 但 是 {Ps} 为 {Ps} 
之 子 序列 , 故 i 过 2 时 (Pu ,了 P*)->0, 从 而 
plAs B) ENP, OIE DCP, Ps, ) 十 PC(P ,Qs,) 


十 0(go ,0°) <pP*, Pr, ) 十 P(d B) 


ti to (Qn, 09) 
一 Pfd,B) (i—>%). 
所 以 2 CP*,9*) 二 p(4,B).， 定理 证 完 . 
定理 2 ， 设 至 是 一 点 集 ,4>0， 是 所 有 到 有 的 距 训 于 4 的 
点 王 作 成 的 点 集 , 即 
U= {P;p(P, B) <d) 
财 忆 是 一 开 集 , HL UU 寺 E. 
证 明 ” 留 作 习题 . 
定理 3 (隔离 性 定理 ) 设 了 ,fs 是 两 个 非 空 有 界 闭 全，F， 
放 Fs 一 才 , 则 有 开 集 Co ea 使 CR GFo, GN Gi = 多. 
证 明度 然 由 站 了 = 各 ,从 定理 1 便 有 7- p(F, Fi)>>0, 令 


4, ={P; PCP,FD< 


6G.=)0; (0, Po) <F 


则 则 定理 2, 的 ,Ga 都 是 开 集 ,人 者 ,G2DFs， 现 证 人 站 Gs= 多 . 
设 不 然 , 即 有 P+*EG 站 Gs, 则 从 如 ,G3 的 定义 ,应 有 上 成 PER 抽 马 
2z， 使 

» FF. 


p(P*, PUD< ,DO(P 9) < 


于 是 
resp(tP, BEp(P, P*) 二 PE”， 0Q1) 


7 他 
二 本 十 可 一 7 
子 摆 . 


习 题 
证 明定 理 2， 
证 级 性 何 闲 入 都 可 表皮 可 数 才 个 开 集 的 交 。 
举例 说 明定 理 1 中 的 4 五 都 无 界 时 结论 不 成 立 。 
取消 定理 3 中 如 ,8 有 办 的 限制 ， 
设 BC 及 ", 吾 关节 证明 P(P， 吾 ) 是 王 的 在 及 " 上 一 臻 过 续 的 销 数 . 
5， 证 明 对 于 Rs 中 任意 两 个 不 稻 交 的 非 空 逆 集 F;, 本 ,都 有 上 的 连 
续 国 数 1(P) ,使 0SHP)S1 且 在 PF, 上 f(P)0, 在 F, 上 fl(P)msl, . - 


mr 


雪 用 


第 三 章 测度 理论 


灾变 画 数 论 这 一 课程 的 中 心 问题 是 要 介绍 一 种 新 的 积分 -一 
Lebesgue 积分 的 理论 . . 

.古典 的 积分 理论 ， 即 数学 分 析 中 介绍 的 Riemann 积分 理论 ， 
基本 上 是 处 理 几乎 连续 的 函数 的 但 是 伴随 着 理论 的 发 展 ，Rie- 
mann 积分 理论 的 欠缺 变 得 愈 来 傅 明 显 了 ， 

首先 人 们 发 现 只 限 干 考虑 几乎 过 续 的 函数 ， 常 常 使 建立 起 来 
的 理论 不 通 完 告 ,这 既 遗 成 应 用 时 的 不 惕 恒 , 还 时 常 严重 地 影响 到 

理论 的 进一步 发 展 ， 例 如 Fourier 分 析 理 论 中 极为 重要 的 Riesz- 
Fisher 定理 ( 见 第 六 章 $2) 在 Riemann 积分 之 下 ， 就 是 不 谭 能 成 
立 的 工 ， 所 以 如 不 扩大 所 考虑 的 国 数 的 范 国 ， 进 论 的 发 展 就 兰 下 
到 阻碍 ， 这 种 例子 还 有 许多 ,如 微分 方程 中 广义 解 的 引信 等 等 ,此 
处 不 百 列举 ， 至 于 说 Riemann 积分 理论 应 用 起 来 不 灵 便 , 突出 的 
一 个 例子 是 美 于 逐 项 积分 ,在 Riemarn 积分 理论 中 ,要 堪 珊 积分 ， 
过 般 常 假定 所 论 印 数 级 数 具 有 一 致 收 纹 性 ， 可 是 在 处 理据 际 人 题 
时 ,这 个 一 致 收敛 的 要 求 常常 得 不 到 注 师 ， 或 者 招致 对 贷 的 座 证 ， 
带 来 许多 的 麻烦 ，1897 年 Osgood 证 明 当 可 积 的 数 的 序列 一 致 有 
界 时 , 只 要 极限 函数 仍然 可 积 ， 即 便 不 一 致 收敛 ,也 是 可 以 逐 项 积 
分 的 @， 这 说 明 改 进 积分 的 定义 ， 使 之 适用 于 更 广泛 的 函 亲 江 , 二 
很 有 必 妆 葛 : 


全 拒 泽 至 ,4 实 变 参数 >， 南 等 教育 出 版 社 ，1959: 第 下 章 31. 

人 Osgood, Non-uniform Convergence and the Inicgration of Series 
Term by Term，American J。of Math。，Voel，19,pp。155-_190, 不 过 当时 他 
考 串 的 是 连续 函数 序列 . 

» 可 弛 


”对 于 非 负 函数 来 说 ,f(z) 在 [e, 58] 上 的 积分 是 可 以 理解 为 它 
下 方 图 形 

GLa, Bf)= {C2 9); ord, Oy f(r)) 
的 面积 的 ”所 以 什么 样 的 ( 非 负 ) 范 数 可 积 是 和 至 列 上 什么 笠 的 点 
集 有 面积 的 问题 紧密 相关 的 ， 这 说 明 如 果 我 们 想 改 进 积分 的 定 
义 ， 那 么 从 研究 什么 是 点 集 的 面积 (在 一 维 空 间 中 是 长 度 ,三 维 窑 
税 中 是 体积 ,在 更 高 维 的 空间 中 我 们 称 之 为 测度 ) 和 研究 秆 么 样 的 
点 集 有 徊 积 入 手 ,应 谈 说 是 很 自然 的 ,也 就 是 说 应 谈 先 研究 所 谓 的 
测度 问题 . 


‘a 


§1 外 测度 


现在 我 们 就 来 研究 调度 问题 。 为 了 使 建立 的 理论 ， 适 用 于 一 
明 情 况 ,我 们 针对 #- 维 空间 R" 中 的 点 集 米 讨论 . 
首先 我 们 约定 #- 维 空间 有 R* 中 的 开 区 闻 了 是 指点 集 
{f= (Tp TBs =], RR), 
其 中 a4 5 是 常数 ;B61 二 1,…，#. (因此 空 集 也 是 和 并 区 阅 )， 
叉 如 果 我 们 只 说 了 是 一 区 间 ， 则 是 说 上 述 定义 中 的 不 等 式 中 可 能 
胡 竺 号 出 惕 ”对 于 任意 区 间 六 我 们 令 


pa =IT 6,) 


称 之 为 了 的 体积 . 在 # 二 1 和 2 时 ,|| 其 实 是 了 的 长 度 和 面积 . 所 
谓 要 研究 什么 是 点 集 的 测度， 就 是 要 想法 把 这 个 只 对 区 闻 愉 定 了 
的 “体积 "概念 扩充 到 更 一 般 的 点 集 上 去 . 

设 互 CR 为 了 求 百 的 “测度 ”, 我 们 自然 会 想到 用 一 些 开 区 
镶 把 五 盖 住 ,然后 计算 这 些 开 区 间 的 “体积 " 的 和 和 并 求 其 下 确 界 , 这 
就 导 歼 下 述 宠 义 : 


二 站 


定义 ” 设 刀 是 及 * 中 的 一 点 集 ，{7s%-, 是 及 "中 的 开 区 间 的 
一 个 序列 ， 则 1 如 则 了 1 确定 一 个 非 负 的 数 w (也 可 能 是 


十 co)， 所 有 这 样 得 出 的 & 所 组 成 的 数 集 是 下 方 有 界 的 , 它 的 下 确 
寞 人 恒 称 浆 如 的 (Lebesgue) 外 测度 ， 记 为 各 * 上 ,当然 m* 吾 也 可 能 等 
于 十 cc. 

由 于 区 间 的 “体积 ”是 相对 于 平移 运动 不 变 的 ， 所 以 集合 的 外 
抽 度 显然 也 是 相对 于 平移 运动 不 变 前 ， 外 测 次 还 有 下 述 四 条 基本 
性 质 : 

(i) Mm* E20, m*o 一 用， 

(i) 车 4 二 B, 则 m*A42>m*B， 


《iii) mr U 4 < Dntd, 

(iY) 攻 4 和 BB 的 距离 p(4, B 半 0, 则 ?2*CAUB)=m*4+ 
六 * 呈 ， 

性 质 ( 匀 是 显然 成 立 的 ， 

性 质 (ii) 的 证 明 对 于 任意 一 申 其 并 傈 能 禾 凌 4 的 开 区 同 


1 1416-… 由 二 4 二， Us. 所 以 Bu= DI 于 


是 m* Binf {y} 一 m+*A4. 
性 质 (iii) 的 证 明 ”对 于 任意 常数 e>0, 由 外 测度 定义 ， 对 于 
征 一 2， 部 应 有 开 区 间 序 询 {Trym} 1 ,使 


4 CC Ui ST mh, 一 


m= 


其 而 
ss SI- 


pe tp rp 


a 


全 DY Tm <D (m4 十 半 )> bp3 i We 


-1 m=1 


"(D4 3 pT Sima, 十 e。 


= m=1 及 =1 


但 =-0 号 任意 舶 ， i 以 U4 .< 


性 质 (iv) 的 证 明 !， 为 简便 计 且 只 就 维 空 间 的 情形 证 明 ， 对 
于 任 总 党 数 0 由 名 下 有) 的 定居 说 有 开 区 但 疾 1， "os ds is 
使 


A 


U 7.DAUB, > [mAUB) +e, 


设 p04, 户 二 g, 则 & 汪 0。 现在 未 个 考察 这 些 开 区 间 了 了 ,如果 了 的 
长 度 17， 一 0 则 也 保留 ; 如 时 1 | 守 # 则 用 分 点 将 I 分 解 成 有 限 
多 个 ， 比 如 说 mw; 个 长 度 都 小 于 的 小 区 闻 Ta， yw 然后 
再 用 太一 1 个 小 区 间 LiY.…Zw i 将 分 点 盖 住 ， 使 等 个 卫生 的 长 


mn-l 


度 都 小 二 2 且 之 iLY | 之 充 将 所 有 保留 下 来 的 了， 履 造 某 些 


万 而 得 到 的 开 区 赣 J 和 ZL" 金 部 取 来 , 便 得 到 可 数 多 个 开 区 
间 , 记 之 为 {KK 则 


D3 [41.54UB, 
m=1 


1 


m= 


DE EDI AUB) +2e, 
n=1 TE] 


由 于 每 一 个 正 , 的 长 讼 都 小 于 5= ol4,B)， 任 何 天 ,都 不 能 局 时 
茎 含有 4 的 点 又 含有 了 B 的 点 ， 我 们 将 这 些 天。 分 为 两 组 ,第 一 组 . 
中 的 下, 都 含有 4 的 点 , 第 二 组 中 的 下。 都 不 包含 4 的 点 ， 分 别 记 


之 为 { 且 人 和 {KK ， 则 [二 4，|[ Ks 二 8B. 于 是 


m*(AU B) 二 28 > S| Kl = 


m=1 
DE TDI! KIM A+T mB. 
nn 


注意 e>>0 是 任意 的 ,所 以 

m*(AU B)>m*Atm*B. 
另 -- 方 面 从 基本 性 质 (ii) 显 然 有 m*(4U 月 志 m*4 十 m*B， 所 
以 我 们 最 终 得 到 了 

m*(AL BP) =m*Atm*B. 


证 明 至 此 全 部 完 

要 谤 明 外 测度 是 原来 只 对 区 问 有 意义 的 “体积 ”概念 的 一 种 拓 
广 , 我 们 还 必须 证 明 当 了 是 一 区 间 时 ,和 ma 一 人为 了 避免 符号 上 
的 繁杂 ,我 们 仍 只 就 一 维 空 间 的 情形 来 证 明 . 

设 5 (qa, 可 .了 = [a， 本 是 相应 的 闭 区 间 由 于 单 点 梨 { 对 ， 
{5} 的 外 测度 显然 是 零 。 所 以 从 基本 性 质 (i 和 (Qi) 可 知 

Mmmm +m) m6} = mt 

于 是 m= 二 m*7。 另 外 从 外 测度 的 定义 显 舌 还 有 加 导 17 所 
以 我 们 只 要 证 有 明 m2* 了 宇 11 了 | 就 可 以 了 . 

为 此 我 们 先 证 明 如 果 有 限 多 个 开 区 间 卫 , 1 了 2,…，1s 的 并 包 合 

2 


某 一 闭 区 间 1o， 则 必 有 174| 尖 17o1， 当 n=1 时 这 是 显然 的 . 


设 已 知 当 m= 时 上 述 事 实 成 立 , 往 证 4 二 上 十 1 用 仍 成 训 ， 讽 六 一 
[CoB 让 ,yw 这 让 十 1 个 开 区 间 所 检 竣 ,人 一 C068B0). 不 
妨 设 .i 宕 Bis i 一 1,2,-…, 而 姻 果 xr <m 由 CtarrsBrr)> 
所 以 


[To =A—a<pBrr— oer Dl; 


如 果 a BP, 则 了 了 的 并 包含 闲 区 间 I =[La, rr 
此 由 假设 


£ 
BYTE = 0 0. 
f 一 1 
从 而 


+1 


get ll = B21 
i=1 


最 后 ,如 果 cxy! 汪 8, 则 U f: 必 1o, 因而 也 有 


?=1 


k+l 


Tn Tn. 
这 样 ,根据 数学 归纳 法 即 知 上 述 事实 对 任何 都 成 立 . 

现在 流 五, 12…,14,… 是 一 申 开 区 间 ， 了 1 了 .由 Borel 有 
限 槛 盖 定 理 , 我 们 可 从 这 些 区 间 中 选 出 有 限 多 个 : 万， 有 se 
A 从 而 出 前 面 已 证 明了 的 事实 便 知 


本 号 了 = 


和 [Ta SS Tnl. 
t=1 m=1 


由 于 上 述 不 等 式 对 任意 一 串 并 集 包含 的 开 区 间 都 成 立 ， 所 以 . 
fs7 1 一 17|， 这 完成 了 我 们 所 要 的 证 明 . 


习 题 


1， 证 再 瞪 盏 胡 界 , 则 二 ?了 < 王 十 c. 

2， 证 胃 任 何 可 数 点 集 移 外 广度 都 是 零 , 

3， 证 明 对 工 一 维 空间 及 ! 中 任何 外 测度 大 于 零 的 方 界 集 全 吾 及 任意 党 
允 丘 ,只要 0 三 Em, 读 有 再 CB, 使 更 * 玉 :一世 

4 证明 如果 了 (x) 是 [a,5] 上 的 连续 育 数 ， 则 Rt 中 的 点 集 {(#, 拉 }9 二 4 
所 By 一 了 2 的 外 测度 为 等 . 

5 对 于 及 * 中 的 点 集 召 及 am>0, 令 

全 可 一 信人 四 1 sr CF EE}. 

证 明 各 ?Ce 至) 一 co"m*E. 

pf。 证 勇 只 划 m*8>>0, 就 一 定 有 ze, 使 对 性 意 6 汪 1 都 有 mm*(BN N(x,- 
tm0， 此 处 站 (zz 是 以 2 为 心 ;以 5 为 半径 的 邻 城 . 

7， 斌 就 二 维 空间 R: 证 册 外 宙 许 在 旋转 变换 下 也 足 不 变 的 . 【提示 : 先 - 
证 在 何 长 方形 的 外 测度 都 等 于 其 面积，) 


$2 可 测 和 集合 


在 上 一 节 中 ， 我 们 定义 了 R" 中 点 个 的 外 浏 度 ， 根 据 这 个 定 - 
名, rn 维 空间 中 的 任何 点 集 互 都 有 一 确定 的 ( 厂 限 或 无 限 殉 ) 外 测 
隆 和 ai* 吾 ,而且 当 杏 是 一 区 间 时 ， 和 + 如 就 是 它 的 “体积 ". 那么 我 们 
是 不 是 已 经 完 余 解决 了 在 本 剖 前 引言 中 所 提出 的 鲁 诬 问题 呢 ? 考 - 
疗 -下 外 测度 的 四 条 基本 性 质 , 就 会 发 现 性 质 fiv) 中 的 条 件 P54， 
豆 ) 0 比较 特别 ， 和 祖 据 我 们 在 处 理 长 度 、 面 积 ， 体 积 问题 时 的 经 : 
验 , 当 商 个 图 形 相 相交 时 ， 它 们 的 面积 (长 度 , 体积 ) 就 应 读 可 以 析 : 
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加 .但 现在 却 要 求 (4 下 盖 0, 而 这 是 比 4, 旦 不 相交 要 苟 刻 得 多 
芍 条 件 ， 那 么 是 不 是 基本 性 质 (iv 中 的 条 件 P(4， 开 盖 0 可 以 放 
宽 为 4 站 B= 名 呢 ? 下 面 我 们 来 说 明 人 情况 不 是 这 样 . 

假如 基本 性 将 (wD) 中 的 (4， 妃 >0 可 以 放宽 为 4 门 召 = 启 。 
那么 对 于 任 疮 有 限 多 个 互 不 相交 的 点 集 召 ， 盏 ，…… 已 恒 应 有 


进而 对 于 任意 一 由 互 不 相交 的 点 集 已 ,下 sp …， Bo … 便 有 
0) 

由 于 这 一 不 铭 式 对 任意 % 都 成 立 , 令 玉 co, 便 得 

Se 


而 外 测度 基本 性 质 (ii) 说 m*( U < m*Ei， 所 以 必然 得 
i=1 t=1 


出 这 样 一 个 结论 : 如果 基本 性 质 (iY) 中 的 条 件 P( 汕 现 二 0 能 放 
宽 为 4Pm 吾 = 名; 则 外 测度 必 具 有 “完全 可 加 性 *”， 有 即 对 任意 一 捉 互 
不 相交 的 点 全 本 都 有 


(es. 


现在 我 们 就 一 维 空 间 的 情形 来 说 明 这 是 不 可 能 的 ，( 从 而 也 就 可 
以 推 若 在 二 维 以 上 的 空间 中 也 是 不 可 能 的 , 参见 习题 的 第 2 题 ). 
对 于 {0, 了 D 开 区 间 上 任意 的 点 约 作 点 集 
一 130<5 之 1,5 一 2 为 有 理 数 }, 
得 于 XERz， 所 以 显然 是 非 空 的 ， 而 且 对 于 x, yE(0,1), 如 时 


.| 


玫 -: 一 如 则 必 存 总 门 再三 好， 事实 上 ， 如 果 和 IE 好 门 总 ,期 9< 闻 
< 了 ,7 一 z 和 六 一 ”同时 为 有 理 数 ， 于 是 对 于 任 彰 EER， 
二 一 引信 一 中 十 (4 一 说 十 (一 扫 
也 一 定 是 有 理 数 ;可见 如. 人 CC 如。 同 理 台 于 妨 -， 所 以 R= 二 记 ， 
这 样 ，(0,1) 就 分 解 成 了 一 些 互 不 相交 的 这 样 的 的 并 ， 我 
们 有 从 每 一 个 这 样 的 如 -中 到 出 一 点 构成 一 个 集合 总 , 当然 S 忆 (00, DD， 
现在 将 { 一 也 1 内 全 体 有 理 数 排 成 序列 : 
pa 
用 总 表示 筷 经 过 平移 mw 后 而 得 于 的 点 集 , 即 
站 一 人 8 十 my EN}, 
峙 总 王 ( 一 1 ， 2) 而 且 当 ?天 人 时 ，8o 站 6 一 安 ， 因 为 如 果 有 某 一 - 
tER, 六 7 则 必 有 总 中 的 点 81, ss 使 
才 一 六 ] 十 和 = 83 Tn. 
于 十 S81 一 8 二 Tm 一 Ts 是 一 不 等 王 零 移 有 理 数 如果 81 是 从 于 
一 万 , 中 取 来 的 , 则 s1 一 2 基 有 理 数 , 这 了 时 sz 一 x 二 (32 一 81) 十 {$1 一 
入 也 就 是 一 有 理 数 ， 即 ss 也 应 属于 R.， 人 而 在 人 中 有 两 个 不 辕 
的 点 s: 和 ss 是 从 同一 个 可 取出 素 的 ,和 筷 的 定义 相 冲 突 ， 


我 们 再 证 明 (0，1)C 日 有 设 xzEfo, D 而 在 组 成 总 时 从 瑟 . 


趾 取 讯 的 点 是 则 rf 一 x 是 有 理 数 ,一 1<<f 一 x 过 1, 因此 有 有 基 一 fav 
使 Pi 从 而 一 了 十 rm 所 以 00,1) CC U 总。 


和 如果 外 测度 是 完全 可 和 的 , 则 


I=m*(0, Dem’( ] $,)- 5S pd, 


» 


te re lemme 


ne 
Tp pe a as. 


Dams, =—m (Us sm 2) -- 3. 


公 应 有 1< 了 Im*$,<<3， 注 意 ,是 访 经 平移 而 来 的 ,因此 
1 
要 1< > m*8w<3 是 不 可 能 的 , 因为 如 果 mm*8= 0， 左 一 不 等 式 


不 成 立 ; 如 果 mr*8> D, 有 一 不 等 式 又 不 能 成 立 . 
总 结 以 上 的 讨论 ， 我 们 已 说 明基 本 性 质 (iv) 中 的 条 件 (4， 
有 B)>08 是 不 能 放宽 为 4 站 B= 名 的 . 

两 个 不 相交 的 喜 集 的 并 的 外 测 诬 可 能 不 等 工 两 个 集合 的 外 测 
度 的 和 ， 这 和 我 们 在 处 理 实际 问题 时 的 经 验 相 违背 ， 那 么 是 不 是 
可 以 “ 政 善 "和 外 测度 的 定义 来 克服 这 个 问题 呢 9 这 是 不 可 能 的 ， 不 
论 你 用 什么 方法 定义 点 集 的 测度 , 只 要 它 是 “体积 "概念 的 推广 ( 即 
区 间 的 测度 就 是 它 的 体积 ， 具 有 平移 不 变性 和 相当 于 外 测度 的 基 
本 性 质 (i) 一 (iii) 的 性 质 )， 就 不 可 能 对 任意 不 相交 的 点 集 具 有 可 
加 性 ， 因为 上 述 论证 中 矛盾 的 导出 完 爹 没 有 用 天 具体 定义 外 测度 
药方 法 ， 面 只 用 到 了 上 述 这 些 原 则 上 不 可 不 具备 的 性 质 ， 我 们 现 
在 所 遇 到 的 困难 ,不 是 由 于 定义 外 测度 的 方法 有 仙 点 , 而 是 一 种 实 
质 性 的 町 难 . 

鉴于 不 相交 的 点 集 的 油 诬 要 等 于 各 点 集 的 测度 的 和 这 一 要 
求 ， 在 应 用 测度 概念 来 处 理 问题 时 的 不 可 缺少 ， 我 们 只 好 把 某 些 
特别 “奇异 "的 点 集 称 为 不 可 测 集 合 ， 使 在 余下 的 所 亩 可 测 集 合 的 
范围 内 ,只 要 两 集合 不 相交 ,并 的 测度 就 等 于 测 读 的 和 ， 

根据 什么 标准 来 划分 点 集 为 可 测 的 与 不 可 泥 的 脆 ? 当然 应 针 
对 基本 性 质 (iv) 来 说 ， 首 先 ,如 果 囊 是 可 测 的 ， 琅 么 如 和 EE° 二 R" 
te SR 


一 吾 的 测度 应 该 可 以 相 加 ， 不 过 忆 UE 一 晤 "， 现 "要 和 2 可 中 至 
少 有 有 -一 个 是 二 0, 所 以 本 
mE Ee) = J pt 
对 任何 点 集 吾 都 成 立 .〔( 上 Too 一 十 oo 和 大友 位 条 条 加 级 男 要 
求 : 如 果 刀 可 测 , 则 吾 和 它 的 余人 混交 落 在 任何 开 区 闻 了 内 的 部 分 
即 欢 *( 人 7 门 要 ) 十 丽人 (全 门 才 应 等 王 人 (站 | Un 
-了 的 测度 商 导 也 就 是 要 求 对 区 间 了 工 和 有 
mT =m TN Em*0O nN £2"). 
现在 假设 了 CR" 是 任意 的 一 个 集合 ，e 盖 0 由 外 测度 的 定义 ， 有 


开 区 间 库 列 (Sb 全 卓志， Dntemrte 
oe : z z 
(Ur jn EOTNBE, (Uri)n EITN Ee, 
所 以 


m* (TN E) +m (TN E'S 


“(Urne ym Ue)ne) 


=m (UnD)m (Uane) 


有 到 二 六 三 1 


Dm 人 到 十 Zl, 个 如 >》 


办 二 1 


=5 Lm* {Te 8) +m* (NB°)] 


重 m1 


二 汪 由 


一 SmrT mT+e. 


错 于 e>>0 任意 ，*(T 了 TN 站 户 填 *(CT 了 TN 8) 寺 mm* 了 可 是 从 基本 社 
上 质 (i))，m*T 寺 me 门户 ) 十 坑 * CT 从 百人 中 总 是 成 并 的 .因此 这 时 
对 和 任意 前 了 CR" 也 都 有 

mm TN Em NE'). 

定 尽 ” 称 %- 维 空间 及 * 中 的 点 集 吾 为 可 测 的 ， 如 果 对 于 任 前 
全 CR", 都 有 

mm TN BE) +m TN EB). 1) 
可 测 集 合 记 的 外 视 度 就 称 为 它 的 {Lebesgue) 测 度 , 简 记 为 mB. 

上 述 定 多 中 的 等 式 (1) 通常 称 为 Carathéodory 条 件 ， 显 热 这 

一 条 件 也 可 以 叙述 成 : 对 任意 的 4CE 和 任意 的 BCE*, 都 有 

m*(ALUB)—m+A+m*B, (2) 
事实 上 ,如 1 吾 可 测 , ACE,BCE*, 则 只 要 取 卫 一 AUB 便 可 愉 ( 民 ) 得 
{2)，。 反之 如 也 满 是 (2),TCR:* 任意 给 定 ,那么 了 站 ECE, TN E* 
二 ;因此 只 要 在 (2) 中 取 4= 了 从 召 , B= 二 了 人 和 们 2 使 可 得 (1). 

从 定 广 中 吾 和 到 所 处 地 位 的 对 称 性 及 当 于 五 = 时，({1) 式 
必然 成 立 ( 国 为 此 时 对 任意 卫 , mTNB) = 二 0, 所 以 PP 下 2 玖 人 门 
古 ) 十 Im*{ 了 站 玫 人 )), 我们 有 

定理 1 瑟 可 测 的 充 费 条件 是 B' 可 测 ， 如 果 况 * 吾 =0， 则 妇 
是 可 测 的 ， 特 别 是 之 和 及 "都 是 » 
可 测 的 . 

定理 2 若 访 5; 都 可 测 , 则 
,U5 51 人 5 起 可 测 . 

证 明 由 De Morgan 公 式 及 
定理 1， 我 们 只 要 广 明 SU 8s5J 
- 测 就 行 了 . 

a 0 


显然 任意 TCR" 均 可 分 解 为 
T=(TN 5,— 8;) UTNS— SY)UTNS NS UT 
9 .D2) ; 
全 4UBUCUAN 图 人， 
因 4U0C5,DUBCSf,S, 可 手 , 所 以 
reAUO) -tm* DUB) =— m*T. 
问 理 
m*B+m*( AU =m* AU BUC), 
又 因 8s 可 油 , 所 以 
m*(DUB)—m*B+m*D, 
联合 以 上 三 式 即 得 
mm*CAUBPUO+m*D 
=m* [TN CO US J+m* TN CH US)°), 
由 US 可 测 ， 
推论 1 若 汪 ,Sa 可 调 , 则 号 一 汪 可 测 . 
证 明 因为 S81 一 ,== 门人 5 


推论 2 若 Si 一 1,2,…， 2m 都 是 可 测 的 , 则 [| St 也 是 可 


视 的 ,并且 当 这 些 8; 互 不 相交 时, 对 和 在意 TCR" 都 有 


mo zn U 5 )- Bm en 5), 


证 明 显然 内 要 证 明 后 一 结论 ， 当 m=1 了 时， 结论 当 然 是 对 
的 ， 坝 证 剖 一 站 时 结论 成 立 , 往 证 m= 二 条 1 如 结论 仍 成 站 , 设 和 己 . 
及 * 已 取 定 .由 于 庶 SS 互 不 相 实 ,所 以 


上 上 
AATN SCS BATN [J 8:= UJ {TN STAEL1, 
. i i= 


a 


鲁 Si41 证 测 ,所 以 
. 上 . 
~"(( TN U sjuen So -maU 避 
#4 二 


[ 
~m*tdA+m*B—m TN Bi) Tm* (v (TN 50). 


t=1 


- 


让 上 
将 已 设 a=* 时 结论 成 立 ， 故 ma*| Lj (TN 8 )=-Emn 


风门， 于 是 
F [| 只 E+l 下 二 了 
mm TN U se 人 CT BS,) )=Barns. 


邯 结 论 在 六 二 十 1 时 仍 成 立 ， 根 据 数学 归纳 甘 ， 结论 应 对 一 其 掀 
都 成 立 ， 证 完 . 


定理 3 若 S; 部 是 可 测 集合 ,i 一 1,2,…， 则 Us, 也 是 可 测 
集合 ， 如 果 诸 5; 还 是 互 不 相交 的 , 则 对 于 和 任意 PC 有" 都 有 
of 7 Us 小 (enso -Bns. 
证 明 由 于 
D5 U (8.6) UCSB 8) Ue, 


上 蕊 右 端 各 项 痢 是 可 测 的 而 且 互 不 宰 交 ,因此 只 需 就 5; 互 不 相交 
故 情 有 形 证 项 即 可 .以 小 即 假设 请 5S; 互 不 相交 . 


我 人 i 先 证 JS, 的 可 测 性 , 用 3 记 3. 对 二 任意 的 TCR" 
1=1 i=1 


从 = 人 5 UCTN 8D) 知 W* 了 Tm*TP5) 二 m*T 门 5°) 总 是 
区 用 了 


起立 的 ， 我 们 只 要 证 明 现 在 还 有 
mT B+ mT 


: 即 可 ， 和 由 于 
nen) 人 TN Us.)-m(U (TN S80) ) 
<Emrns, : 
:我 们 又 只 需 证 朋 


Dm TN S,) Tm*{(T NS°) 


= Sm(TNS) +m* [Manso D m7. (3) 
i=1 - . 
任意 到 定 1, 由 推论 2， 上 【5; 可 测 面 且 


Sim rnsy=m’ rn U s,) 
Fl 交 i 


oa ( TN Us)m( znl Us ) 
=m*( an Use(A ‘TINS: )) 
-wnsorm (人 TNSE) ) 


:斯 以 


i=1 


县 Dy mr (TN 8) Tm* (f 人 Nn 5) ) 


i =] 


现在 令 4>oo 便 得 到 (3) 式 ， 所 以 (5, 是 可 测 的 . 


i=l 


四 拓也 昌 


对 于 任意 给 定 了 的 TCR", 到 站 站 8, 作为 (3) 趟 中 的 多 
则 (3) 式 成 为 
jm’* (( TN U swJn sj+me( 让 (人 开门 U sjns: )) 
T=1 有 =1 t=1 n=1 - 
< 人 TN U 5,) 
中 
注意 5; 站 5; 二 (i 考 力 ,所 坟 


( TNU sjn Ss:=TN UU CN 8) =TN Ss,, 


Mrn ys)ns:) (7nd) ds) = 
于 是 上 式 即 
Emrn so<oe( (7n Su ) 
得 外 调度 基本 性 质 {iii) 说 
"(DU TNS,) =men Sos 
所 以 革 终 得 
m(Uernso) 立 m*(TN 3 
证 完 . 
如 只 我 们 将 定理 3 中 的 字 取 为 整个 2- 维 空间 民 "， 则 知 当 Bs 


是 一 些 互 不 相交 的 可 调集 含 时 ， 
.64 。 


"( U 8, )= Tm. 
¥=1 站 于】 
可 见 对 于 可 届 集 合 来 说 ; 齐 诬 确实 家 完全 可 加 的 ， 


ee Poor Pain ee re ee 


定理 4 如 果 诸 i 一 1,2,3,…, 都 是 可 测 的 , 则 门 3 也 是 
可 测 的 . 


证 明 田间 站 5 一 上 8i， 由 定理 1 及 定理 3 知 ， 5 


是 可 测 的 ,从 而 再 引用 定理 1 即 知 门 8, 可 测 . 
i=t 


如 果 我 们 用 中 表示 *- 维 空间 R" 中 全 体 可 测 集 所 作成 的 集 
合 类 , 则 从 定理 1 ,定理 2 和 定理 3 知 冉 是 RR" 的 子 集 的 一 个 o- 
域 . 而 mB 便 其 一 个 定义 于 沈 上 的 取 广 处 实数 值 ( 即 可 取 十 co 为 
慎 的 ) 非 负 和 集合 隔 数 ,fr 全 二 0 而 县 在 亚 上 还 是 完全 可 加 的 . 

以 下 我 们 讨论 “单调 "的 可 测 集 合 序列 ， 

定理 5 设 

(1) 百 6i 一 1,2,3,…, 都 是 可 测 集合 ， 

(2) BICERC CE CC., 


(3) S= [|] B, 
证 


秽 对 任意 TCR" 都 有 
m*{(TN HS) =limm*( TN B,). 


特别 是 我 们 有 mS =limmS 


人 即 自 变量 是 集合 的 函数 ， 
G7 


a ee 


证 明 令 夯 一 他 3 2,3，…'， 则 诸 态 ; 都 是 
可 测 的 刁 吾 不 根 变 . 允 - 


CC， 


Ss.— Us, EB: =Us. 
扩 而 由 定理 3 和 推论 2 便 得 | 


™ & 
nTNS) = Sm*(TN SS) =lim Dm* (THN,) 
{=1 二 站 i 一 1 


KE 


= limm* (rn U 向; = lim (TN Bs)- 
t=1 上 上 字 
定理 6 设 
(1 Bi 二 1,2,3,…, 都 是 可 测 集合 
(2) EDE DOORDO 
(3) E= 门 已 ， 
站 四 


则 对 任 癌 使 mw*T 了 过 -cc 的 TT, 都 有 | 
m*( 人 TT 站 本) limm* (TNB,). 


证 明 ”出 定理 4， 妈 是 可 测 集 合 ， 又 由 于 Bi 可 测 、 对 于 和 任 六 
TCR'", 
Mm*T =m TN EE) rm TN BS). 
(注意 m*T 了 二 十 oo 条 件 尚 未 用 到 )， 而 如 果 m* 了 < 车 o0, 则 上 式 俐 
可 写成 
m* (TN Es) =m" Tm" (TN EL) 
于 是 由 定理 5 便 得 
limm* (TN EB, ) = m+T limm* (TN EE) 


mpm TN ) mTN BE).. 


者 本 站 


证 完 ， 
作为 本 节 的 结束 羡 我 们 要 指出 三 本 车 开始 时 所 作出 的 那个 集 


Per eT ee a te 


所 有 的 总 也 都 可 测 , 而 诸 避 . 互 不 相 变 , 由 测度 的 完全 可 加 性 便 诡 


Wn 2 
而 这 正 是 当时 导致 矛盾 的 关键 所 在 . 2 
四 习 ”是 可 
1， 举 倘 说 朋 两 个 不 可 测 集 合 移 并 , 交 , 差 购 可 以 是 不 可 油 集 全 地 可 以 是 
可 测 集合 . 


3， 试 在 二 扒 空 间 R: 中 作出 一 不 可 测 集 合 来 . . 
3. 举 蚀 说 四 定 至 6 的 结果 对 使 me 一 十 oo 的 和 可 以 不 处 立 . 
4， 证 明 对 在意 可 测 售 侣 4 和 至 都 有 
mAlB)+miAN B}=ma+ma. | 
5。 证 时 对 于 任意 CR+ 及 任意 >>0, 都 有 R" 中 的 开 集 他, 使 9 二 8 是 
mm be. 
56. 证 明 对 于 R* 中 的 任何 可 测 集 合 序 列 合 :]?-,, 都 有 
mliminfb, <liminfm( Bs), 


面 如 果 有 而 使 史 U 5 )<+%, 则 还 有 


t= 
mlimsupE,.) >limsupm(B,). . 
7. 谍 记 是 民 * 纪 的 可 调集 舍 ，m 瑟 < 十 op， 证 明 如 果 怠 网 可 出 子 集 的 订 


列 { 如 sy- 使 定 1m 了 < 必 十 om 则 mlimsupE,) =0, 
Pp 


ee re er et 


$3 开 集 的 可 测 性 


在 前 一 节 中 ,我们 定名 了 什么 是 及 * 中 的 可 测 集 合 , 讨 论 了 从 
甘 集 合 的 一 些 性 笑 而 且 证 明了 全 体 可 测 于 集 所 作成 的 集合 类 蜡 胡 
及 * 的 子 集 的 一 个 e- 域 但 是 那些 常见 的 集合 是 否 可 测 * 本 节 我 
们 就 来 讨论 这 个 问题 ， 

定理 1 R* 中 任何 开 区 间 都 是 可 济 的 并 有 mf =|Il. 

证 明 设 

T= {2= (Ca 2 )} er 二 1 2 办}3 

插 然 对 任意 TCR", 恒 有 1 
: m*Tm* NT) + mTN TY), 
以 要 证 明了 工 可 测 (图 7), 只 要 证 明 

mT mTNDFm* TN 1) 
法 可 ， 令 


了 一 人 一 ot 


所 
L------- 


Li 
1 
1 
1 
! 
ll 
[8 


1 


-0 一 到 一 1 对 


0 


ptIONT, INT >O, 
于 是 由 外 测度 的 基本 性 质 (IV)， 
mTm OUIIONTY=m HINT) RN TT), 
可 见 如 果 我 们 能 证 明 
Umm* CT INT) 一 可 (7 门 于 )， 
删 (TD 式 妈 已 得 证 位 之 7 一 7 人 的 外 测度 显然 是 随 4->co 而 趋 于 
:起 的 ,而且 
Om (TNT) — mT HNTISm TI NT) 
-本 看 器 


Sm*(1—1*), | 
所 以 limm*(7mT) ==m*(7NT) 确 实 是 成 立 的 ， 于 是 了 可 撞 . 至 
于 m1=17|, 我 们 已 在 $1 中 就 #==1 的 情形 证 明 过 ，#>1L 的 情形 
的 证 明 是 类 似 的 ， 证 完 | 
由 于 维 空 间 R* 中 任何 区 间 和 相应 的 开 区 间 只 差 一 个 禹 府 
为 零 的 点 集 ， 所 以 我 们 实际 上 已 证 明 及 "中 任意 的 区 间 都 是 可 

测 的 . 
”下 理 R" 中 的 非 空 开 集 4 都 可 以 表 成 可 数 多 个 互 不 相交 的 


左 开 右 闲 的 区 间 的 并 . 即 G= 【J 
f=l 


Ti= {gs a) ON a j= 1 
是 J 一). 
证 明 对 每 一 下 整数 RR" 都 可 分 解 成 可 数 多 个 形 如 


Hit 十 1 


Te Dx 执 PE il (ms 为 整数 )C*》 


的 互 不 相交 的 左 开 右 半 区 间 ， 设 = 时 上 述 这 些 区 间 中 完全 家 . 
含 在 6 内 的 那些 是 19,J 史 ，…( 有 限 个 或 可 数 多 个 )， 对 于 >>1， 
用 1 下) ，… 表 示 上 述 那些 区 间 中 完全 被 G 包含 ， 但 不 被 任何 
I CI<5 一 1) 包含 的 区 间 ( 有 限 个 或 可 数 多 个 )， 这 样 我 们 就 得 到 
可 数 多 个 左 开 右 闲 的 区 间 7879), 1<j< 术 所 -co0， 上 二 1,2,…， 显 然 
它们 是 互 不 相交 的 ，[ 19YCG。 阁 z+E6, 因 G 为 开 集 ， 有 56>0， 


FE 


使 以 x 为 心 , 5 为 平 径 章 铺 堪 W(z，0)CCG， 于 是 当 玫 充分 大 时 ， 
(*) 式 中 那些 区 间 中 包含 :的 那个 必 全 包含 在 G 内 ,从 而 zE 【7 
Br 


总 之 = [I 
Boj 


二 闻 


i et rp ee mn 


定理 2 RR" 中 的 开 集 、 闭 集 以 及 任何 Borel 集 部 是 可 测 的 . 

.证 明 ”内 我 们 已 知 良 ? 申 任何 区 间 都 是 可 测 的 .结合 上 述 强 
理 , 便 知 了 K* 中 的 开 集 都 可 测 , 从 而 闭 集 也 都 可 测 , 我 们 又 已 知 Rx 
中 全 体 可 测 集合 的 类 早 是 R" 的 子 集 的 一 5- 越 , 它 既 包含 了 全 体 
开 集 , 总 然 就 应 包含 由 开 集 产生 的 z- 域 ， 即 R* 由 的 Borel 集 类 . 
所 以 任何 Borel 集 都 是 可 测 的 . 

既然 几 Borel 集 痢 可 测 ， 我 们 在 3 2 中 作出 揭 不 可 测 集合 当然 
不 是 Borel 集 , 这 使 我 们 见 到 了 不 是 Borel 集 的 点 集 ， 那 么 有 没有 
不 是 Borel 集 的 可 测 点 集 呢 这 也 是 有 的 吕 . 

在 这 里 我 们 还 要 着 重 指出 一 点 。 那 就 是 在 证 明定 理 1 时 坊 们 
首次 用 到 了 外 测度 的 基本 性 质 (iv), 在 证 明 开 集 的 可 测 性 时 ,还 进 
一 步 引用 了 了 欧 攻 空间 的 特性 ( 即 用 到 了 上 述 引 理 )， 其 实 只 要 有 了 
基本 性 质 (i) 一 {iv)， 并 不 引用 殉 氏 空间 的 特性 也 是 问 样 可 以 证 
江 集 的 可 # 站 考 的 包 . 

下 述 航 几 个 定理 不 仅 进 一 步 说 明了 Borel 集合 与 可 测 和 集合 的 
关系 ,而且 也 是 很 有 用 的 结论 . 
定理 3 对 于 任意 BCR", 都 及 "中 的 G, 型 集合 0, 使 9> 
BHme= m* 略 . 

证 明 由 外 测度 定义 ， 对 于 任意 下 总数" 神 可 到 一 晶 开 区 阅 
了 0 一 ,23 使 


gC [7 Ym*B+ 1. 
-1=1 % 


i 二 =} 
令 6,= [713, 则 G6 是 开 汪 ,于 是 = 门人 是 一 9 型 售 ， 显 欣 
i=1 人 1 : 上 
在， 同志 虹 ,* 实 变 国 数 3, 北 京 大 学 出 版 社 , 1985, 第 87 页 上 就 加 这 样 的 合子 ， 


人 @， 江 洋 坚 ,< 实 变量 数 2 高 等 教育 出 版 社 ,1959, 第 149 一 150 页 。 
7 


ODOR. 忱 


搞 # 在 志良 他 < 久生 < 也 11m B+ 


产 岂 = 证 完 . 

及 上 述 证 明 过 程 我 们 还 可 看 出 ， 如 果 刀 包含 在 开 区 间 了 内 ， 出 
还 可 以 要 求 诸 @ 也 都 旬 含 在 工 内 ， 

定理 4 菩 CR" 是 可 测 的 ， 则 有 RR? 中 的 户 , 型 集 ， 使 
EEE AmF=mE, mE—F)=0. 

证 明 因为 任何 无 界 的 可 测 集合 都 可 分 解 为 可 数 多 个 互 不 相 
交 的 有 界 可 测 集 合 的 社 . :而 油 谋 是 完全 可 加 的 . 六, 型 集 的 可 数 并 
仍然 是 集 ， 所 以 不 妨 设 五 是 有 界 的 . 令 7 为 一 包含 加 的 闭 区 
: 疗 , 8= 了 一 互 ， 由 定理 3 有 加 型 侣 全 日 必 六 ,使 GE 一 机 8， 令 玉 二 
JNG°, 则 了 是 下 , 型 集 , 严 一 囊 、 丽 号 

mF--m{ING mT— mG=— mi ms 
一 说 于 一 【了 了 一 mB) =mB. 

0, 证 完 . 

推论 ”如 果 五 是 … 可 测 集 ， 则 有 一 Borel 集 (, 型 集 ) 了 及 一 
测度 为 零 的 点 集 入 ,使 

E=FUN. 

证 明 从 定理 4 有 即 得 , 

定理 4 的 推论 说 明 及 * 中 的 可 测 集 类 九 ， 其 实 就 是 由 全 体 
-Borel 集合 和 仿 体 测度 为 登 的 集合 所 构成 的 集合 类 所 产生 的 o- 
域 ， 或 者 说 由 全 体 开 集 和 全 体 测 麻 为 零 的 点 集 所 构成 的 娄 所 产生 
狗 5- 域 . 


本 Ti » 


习 题 


1， 证明 Cantor 集合 的 测 府 为 伏 ， 并 在 [9,1 工作 .- 测 询 天 于 苓 的 无 丸 
翻 密 节 完 各 集 ， 进 而 证 明 存 在 开 集 侣 ,使 m 区 守信. 

2， 证明 : 只 要 忆 可 误 ,e>0 就 有 开 集 0 二 8， 闭 集 FC, 后 (好 一 了 》 
< 一 < 

S-。 证 明 有 界 集合 芋 可 测 的 充 要 条 件 是 

inf {mG 好 为 开 集 ,站 二 训 } =sup {fw 户 相 为 用 集 ,FC 朴 ， 

4 证 组 有 界 集 舍 吾 可 测 的 充 要 条 和 件 是 对 任意 20， 都 有 可 测 集 合 可 ， 
BB 慎 CECE,, mB BI) < 

5. 证 明 对 于 有 慑 " 中 性 帝 一 串 点 集 以 ,n=1,2,"…, 只 要 到 己 了 CC 
CC…, 便 有 


m"( '] B,)= tim 
i me 
6， 证 册 ， 如 果 吾 是 R" 中 的 可 测 点 集 ,a 守 0, 则 
ES {or rs ra Fi Re) ER 
也 是 可 测 的 , 许 且 tn(aB) 二 arm, 

7， 证 明 ， 如 已 种 开 集 都 是 可 测 的 ， 则 内 外 测度 的 汞 本 性 牛 ( 刘 (站 
ii) 可 推出 基本 性 质 {i)， 这 党 明 秆 么 ? 

8， 证明 纪 =- 2*， 即 R* 中 全 体 可 测 子 集 的 类 路 和 及 "中 全 体 子 集 的 基 
数 相同 . 

9， 证 明 对 也 任何 闭 集 政 ,都 可 作 一 完备 集 丽 玫 F， 使 mF -=m. (提示 : 
考 虚 上 一 {2;zEF， 有 有 80， 使 N(xz,56) 中 司 客 省 可 数 和 多 个 点 属 子 如。 证 明 
= ) 

10， 设 4, 吾 是 玉 : 中 两 个 有 界 闭 集 ，zo,86ER1， 4 一 4 站 (一 ooy3o] 三 
=AN zy 十 ee) 再 = 五 站 (一 oo: 的] B= BN + 0)， 证 明 m(4 十 B) 这 
加 (4 BTLma( 4 二 B)， 此 处 “十 * 形 示 两 个 点 集 的 页 呈 和 ，( 驮 区 第 二 好 
§2 可 是 的 笋 14 题 . ) 

I1， 还 衣 : 如 果 4 和 8 都 是 民 ! 中 有 限 多 个 相 豆 没 行 公 共 内 点 的 有 界 失 
区 阿 的 荐 ， 则 mtA4 干 记 ) 尝 太 有 十 m 入 (提示: 对 区 间 的 个 数 用 数学 归纳 甘 并 
注意 大 二 着 若 
ss FZ 时 


m{ATB})—m(A)—m( BSIm A Bi)— mA mE. 
十 [和 (4 十 Ba)—m( Ads) —mt B)]). . 
132， 设 4, 电 都 是 及 : 中 的 有 界 闭 集 ， 证 明 对 0<<4<I 有 
mad AIB AmA) (1 Am BY}. 
区 记 尝 的 恋 叉 见 避 是 6 及 上 题 ， 提 示 ; 沈 证 明 任 何 有 界 闭 集 都 可 下 成 一 串 下 
矢 的 上 题 路 所 说 的 那 种 集合 的 交 . ) 


4 闻 积 空间 


设 4,B 是 任意 两 个 集合 ,我 们 称 集 合 
{Cx #); rEA, yEB}. 
-为 4 和 吾 的 香 卡 儿 乘 祝 ， 记 作 4x 有 人 例如 4 和 38 都 是 数 直 线 上 
后 开 区 间 00; 1 时 ,4x 吾 就 是 平面 上 的 开 单 位 正方 形 
T= {Cr Ol, 0 yl1}. 

-而 如 果 4 是 入 维 空间 Rr?,，B 是 g- 维 空间 民 ?， 则 4x 吕 就 是 (9 十 
-)- 维 空间 Rr 

撒 据 前 几 节 的 讨论 ,不论 是 在 R? 还 是 在 Re 或 Rrr* 中 都 已 
定义 了 点 集 的 可 测 性 ， 一 个 很 重要 的 问题 是 R?'? 中 的 可 测 集合 
和 疏 ”， 及 " 之 中 的 可 测 集 台 之 问 有 什么 关系 ? 闵 及 2 中 可 训 集 合 
移 测 度 和 RR?，R? 中 的 可 融和 集合 的 测 许 之 问 又 有 什么 美 系 ? 下 面 
涝 几 个 定理 给 出 了 第 一 个 半 题 的 回答 ， 辐 时 也 部 分 地 回答 了 第 二 
个 问题 ， 至 十 第 .二 个 问题 的 完满 的 回答 , 则 要 条 到 第 五 橱 $4 才 能 
北山 . 

定理 1 如 果 了 4 和 号 分 别 是 民 ?7 和 及 "中 的 可 测 集 ， 则 = 
二 x 下 是 及 pr 中 的 可 测 集 ， 并 且 m0 二 m4'mB， 此 处 当 各 44 mB 
中 有 - -个 为 零 时 , 不论 另 一 个 是 否 有 限 ,m4.mB 都 理解 为 零 ， 

中 这 一 不 等 式 称 为 Brunn-Minkowski 不 等 式 ， 它 在 民 " 中 的 形式 基 


Lm tA A A BY eS A tm A (1 AD ImB)t. 
* 3 » 


证 明 先 讨论 4, 8 部 有 界 的 情形 ,这 时 又 分 以 下 几 个 步 曼 . 

ie 当 4, 互 都 是 区 闻 了 时，4x 瑟 是 及 or 中 的 区 间 ， 所 以 绪论 - 
十 显然 成 立 的 . 

2” 车 4, B 都 是 开 集 ， 由 前 所 的 引出 ， 我 位 可 将 4 和 号 表 成 本 
数 多 个 互 不 相交 的 区 问 的 并 : 


4= UI, B= vs 
t=1 1=1 
于 是 


0~AxB= U (Tx 7) 
i j= 
并 和 且 诸 Lx 还 是 互 不 相交 的 .于 基 避 可 测 ， 
m= FY mxT) = TL mr ms 


j=1 irj=1 


= Sml 3 ml =mAdAmB. 


3°” 如果 4, B 都 是 有 界 的 集合， 则 有 民 ? 和 及 中 的 有 咕 
开 集 的 下 降序 询 {G} 和 {Gx} 使 


于 是 
Ax8B= 门 (0 x Gr), 
n=1 


由 前 有 段 的 证 明 , Gs x G4 是 R**' 中 的 可 油 集 ， 
me x 人 
叉 G4 XGx 还 是 下 阵 的 ,的 此 由 $2 定理 4 和 68 知 站 xB 可 滑 且 


i 74 。 


meAx B= limm(Go, XE) =lim (me, TCR 
天 峰 m 


站 


=limmo Hmmor 一 入 本 有 
全 3 


4” 对 有 界 的 4, 如 共 m4 和 和 五 中 至 少 首 一 个 为 零 ， 比 如 灌 
340， 由 83 定 理 4, 分 别 有 民 ? 和 下? 中 帮 界 的 6 型 集 台 27” 
使 5 OA, mG m4A=0,0"DB, mG" =mB, 注意 AxHCG xG" 
用] 

mG x Or) m0 m0. 
有 有著 知 mm*(dxB)==0, 所 以 AxB 可 测 且 mCdx 罚 二 mA'mB. 

5” 最 后 ,对 于 一 股 和 的 有 界 可 测 集 4 和 8, 从 引 3 定理 4, 有 及” 
和 RR? 中 的 有 界 G 集 Gr 和 6G", 使 

GDA mG =mA, DB, mG" := mB, 
于 夺 A 二 全 一 4,B* 一 GG” 一 B 分 别 是 展 ?和 及 "中 的 可 测 集 且 

G'=A*UA,G"-= BUB, mA*=0,mB* 0. 

GxG"=CA*x BY)U(A*x BUCAxB) UAxB). 

于 是 

AxB=GxG— A*x Br— A*xB-.-.AxB*, 
共 3 和 4? 土 式 右边 的 四 个 集合 部 是 可 测 的 ， 而 且 后 边 的 三 项 的 
: 袜 度 闭 是 零 ， 因 此 4x8B8 可 测 且 

mdxB) mo XG) me me" mA'mB. 
这 样 对 于 有 界 可 测 的 4 和 五 ,定理 的 结论 已 得 证 ， 

至 二 山 避 元 办 的 情形 .证 意 总 可 以 将 4，B 写成 一 些 互 不 相 
: 交 的 有 界 可 测 集 合 的 并 :; 


A= {1 4,, B= {|B;. 
i=1 了 =1 


PP 


4xs-( 4)x(D 5,) 


二 U (A, x B,) 
并 


而 机 xB; 可 测 mtA;xB7 一 rx22By， 所 以 4x 是 可 铀 的 ， 
并 且 


m{(AdxB)= n( 


=( Sm Js ) 

Ez 1 2 "#4#=1 
—mA-.mB. 

党 理 证 则 肥 些 全 部 完 驱 . 

我 们 约定 ,如果 了 (3 是 -个 关于 点 集 吾 上 上 的 袜 的 命题 ， 则 等 
存在 五 中 测定 为 索 的 玉溪 训 个 在 下 -六 上 xz) 恒 成 立 有 时， 便 说 . 
Tz) 住 五 二 几乎 处 处 幅 立 ， 记 为 下 7)ae, 于 五 比如 我 们 可 以 说 . 
|tgz| :coa. 8 于 民 '， 了 世 可 以 说 Cantor 集合 C 的 示 性 函数 

| 1， 当 xzGCe， 
ge 一 站 当 xEC 
是 在 [0,1.j 上 几乎 处 处 为 等 的 . 
定 人 六 设 瑟 C 及 ?9 对 于 woE 及 ” 称 有 民 ? 中 点 集 
5 = [的 3 三 下 2 (ro, ¥)EB), 
为 吾 在 xo 处 的 截 口 ,或 以 超 平 面 * 王 mr 截 召 的 截 口 . 

例 如 果 五 是 Rr? 中 的 一 区 间 , 则 ,或 为 空 集 或 为 BR' 中 

揭 :区 和 癌 ， 而 如 果 五 是 平面 上 的 单位 开 圆 , 则 五 -, 当 |xol 实 1 时 游 


后 ， 当 |zo! 之 1 时 为 区 间 ( 一 VA 二 zi，VI 一 xz). 


LJ Aix By) D>) mAimBy 
.全 i 1 


1 


子 集 8， 使 当 zERz 一 W 时 ，mBs=0， 世 就 是 说 几乎 对 一 切 xE 
民 ?, .都 是 及: 中 的 测度 为 零 的 可 六 子 集 . 

证 明 为 简便 计 ,以 下 我 们 就 2=g=1 的 情形 给 出 证 明 , 至 于 
一 般 情 形 的 证 明 是 类 似 的 另外 易 见 还 不 妨 假定 如 是 有 界 的 ， 由 
于 


{zm*B, >0}= [| (2; fm* > 去 | 
n=1 


我 们 只 要 证 明 对 子 任意 2>0QAtz mm* 吾 :>>d} 的 测度 都 是 零 就 
可 以 了 . 

对 于 任意 e>0, 我 们 可 取 R'"，=R?* 中 的 开 集 GD 使 m8 
< 由 3 的 引 理 ，C 可 以 表 为 可 数 多 个 互 不 相交 的 左 开 右 闲 区 


间 的 并 ; @= ,==7 人 x78, 179，79 都 是 及! 中 的 左 开 右 闭 
i 二 1 


区 从 | ， 令 8 一 U 1,, 显然 SCTorris Us:=6, 所 以 对 性 沉 
pf nL 


z+ER!, 
(S) eC Bari)ss 1 LU (SG 
n=1 


出 于 (S :或 为 空 集 或 为 有 限 个 左 开 寿 闲 区 癌 的 并 (图 8), 因 此 总 
是 可 测 集 人 台 ， 由 $2 定理 3 和 定理 5，G; 也 对 一 切 xz 及 : 都 是 及 : 
让 的 可 测 点 集 并 且 

me = Timm( Sn) {1) 


令 P= 过 mC}, P= {2 (> , 及 二 1,2, 3， 风 
旭 忆 PP 并 月 从 式 (1) 迅 可 知 


- FF ee 


er a pa pp nisin 


P= Uz,, PCPar 【人 之 二 (2 


F 
1 
1 


| 围 9 SS; 示意 图 
对 于 固定 的 z, 用 过 六 5 9 下) 的 端点 垂直 于 x- 轴 的 直线 把 5, 分 - 
解 成 为 右 限 个 新 的 互 不 相交 的 左 开 可 闭 区 总，…，7? 的 并 ; 


二 ,二 【| 相同 时 也 就 将 | 7 名 分 解 为 有 限 个 二 不 相交 的 左 开 有 


扒 1 
闭 区 间 7 名 ,…，J 的 并 本 7 加 = 年 7， 省 z 在 园 一 J 玉 内 变 : 
t=1 j=1 


动 时 , (53) :显然 保持 不 变 , 因此 P 是 有 限 全 小 才 几 右 闭 区 间 的 并 ， 
凡 而 是 可 测 集 ,因而 从 (2 或 即 知 了 是 可 测 的 , 且 
mP=1limmP,. (3F 


设 衬 在 79 工 变 有 时 ,mm(Sw。 的 值 为 7 了 二 1,2,…, 4， 作 RR* 中 
的 点 集 


t 
8 一 【7 x (09,7,]. 
了 一 


易 见 5* 可 以 通过 将 如 = 全 天 中 的 各 区 间作 适当 的 上 ,下 下 
起 一 


外 


行 移动 各 拼接 而 得 到 (图 9)， 所 以 ma8% 一 可 Sn 
注意 当 区 间 79C Pu 时, 交 > 呈 所 以 
WiR 一 人 DD PE 2 PI rmS: 一 人 So 
"Pen ps 


ne, 


于 是 mPa < 从 (3) 式 人 恒 得 
mp3. 


注意 *>0 是 任意 的 ，m9@ 万 mP, 便 知 mw@ 一 0, 证 完 . 

定理 3 如 果 轧 是 及 中 的 可 神 集合 ， 则 几乎 对 于 所 有 的 
2 5 都 是 民 * 中 的 可 齐集 合 . 

证 明 如 果 名 是 及 ”…" 中 的 开 集 ， 则 对 一 切 mw，* 豆 都 是 及 " 中 
的 开 集 ， 所 以 总 是 可 测 的 . 如果 互 是 Rr** 中 的 @ 型 集 吾 一 


门 Ga Gu 为 开 集 ， 则 因 B= 站 《Gu 所 以 五 ， 也 是 对 一 切 xE 玲 > 


都 可 测 的 ， 对 于 及 2 中 一 般 的 可 调集 含 互 取 及 rr 中 的 G 豆 
集合 如 使 3 一 吾 且 各 (G 一 下 =0， 因 为 B= (G 一 胡 UU 豆 所 以 对 任 
章 r+ERr, 
@ 一 (G 一 可 -Us， 
从 而 
B= — (0— BE),. 

由 定理 2, 几乎 对 所 有 的 zeER?, (G 一 ), 是 RR" 中 的 可 济 集 , 而 9 
则 对 一 切 zeR? 都 可 测 , 所 以 几乎 对 所 有 的 *E 有 Rn， 可 都 是 Rs 中 
的 可 测 集 证 完 . 

我 们 要 着 重 指 出 定理 3 的 逆 是 不 对 的 ，Sierpinski 在 二 维 衬 
面 上 作出 了 一 个 点 集 也 , 它 在 任何 ?处 的 截 口 5, 和 在 任何 y 处 的 


FF 


截 口 本 =125tz 殷 E 中 都 是 单 点 集 ，( 因 而 总 是 可 测 的 ，) 但 吾 本 
身 却 是 一 个 二 维 的 不 可 测 集 中. 


习 是 
1， 举 例 说 时 对 Rr*e 中 的 可 测 集 畏 ， 确实 有 可 能 存在 zcRz 使 到。 不 是 
Rr 中 的 可 测 集 . ， 
2， 试 在 二 维 平 面 Rz* 由 作 一 开 集 @ ,使 @ 的 边界 点 所 构成 的 集合 的 测度 
大 于 零 ，( 提示 :参考 83 习题 第 1 前) 


“835 集合 环 上 的 测度 的 扩张 


我 们 在 结 1 一 2 中 所 和 作 的 ， 是 把 一 个 本 来 只 定 头 在 全 体 区 疗 
锡 集 合 吕 上 的 可 加 集合 函数 ( 即 以 集合 为 自 变量 的 函数 ) 扩 充 定 义 
到 包含 名 的 er- 域 中 上 去 使 其 具有 完全 可 胡 性 , 但 是 数学 的 发 展 要 
求人 们 走出 欧 氏 空间 ， 例 如 儿 函 分 析 要 求 我 们 考察 紧 (或 局 部 紧 ) 
空间 上 的 调度 , 群 表 示 论 与 Lie 群 则 要 求 我 们 讨论 紧 ( 以 至 局 部 坚 ) 
群 上 的 左 平移 不 变 测度 ， 这 些 抽象 空间 上 测 谋 的 建立 ， 都 基本 上 
和 器 1 一 2 的 作法 相似 ， 仍 然 是 从 定义 于 某 一 集 类 上 的 一 集合 国 
数 出 发 引出 外 测度， 然后 得 到 可 测 集 刁 测 度 ， 为 了 得 到 这 类 问题 
欧 统 -- 处 理 ， 我 们 现在 介绍 一 般 集 合 环 上 的 测度 概念 并 讨论 其 扩 
张 ， 就 其 定义 天 米 浇 , 它 可 说 是 很 广 的 理论 了 , 其实 ， 它 正 是 近 民 
概率 论 四 以 建立 的 东 础 . 

定义 工 设 哮 是 非 空 集合 妨 的 子 集 的 一 个 非 空 旋 , 如 果 

《1) 当 丰 ,BE ,AU BEN, 

(2) 当 4, BE 贡 和 ,A 一 BER， 
得 我 们 就 涪 划 是 仿 的 子 集 的 一 个 环 ， 如 果 把 (1) 改 为 

DD MHahn and Rosenthal, Bet Funciions, 1948,P. bp. 241—242, 
中 和 一 


(1 )》 对 于 任意 一 申 4E8，a 1,2,3，… 都 有 | j 4Eg， 幅 
此 一 1 


名 就 称 为 是 的 子 集 的 一 个 o- 环 . 

由 于 一 4 一 4 408=4 一 (4 一 动 ,所 以 如 果 噶 是 3 的 子 集 
的 一 个 环 , 则 BS 条 且 妆 4, BER 时 ,AN 门 BER. | 

比较 环 和 域 的 定义 ， 注 意 到 4 一 B= ANB' 便 知 域 都 是 环 ， 
(c- 域 都 是 0- 环 ，) 反 之 如 果 外 是 态 的 子 集 的 一 个 环 并 且 SE 由， 
按 第 一 举 8 1 域 的 概念 , 则 欠 必 是 3 的 子 集 的 一个 域 ,所 以 环 和 域 
的 差别 就 在 驴 是 否 属 于 员 ， 以 下 我 们 说 到 环 和 域 都 是 指 的 某 一 事 
先 给 定 的 非 空 集合 & 的 子 集 的 环 和 域 ， 不 再 逐次 声明 

例 1 设 驴 = 有 限 *， 轩 是 肛 " 中 全 体 可 以 表 成 有 限 个 去 闭 右 开 . 
区 间 D 的 并 的 子 集 所 构成 的 集合 类 , 则 叶 是 一 环 . 但 全 体 左 闭 右 开 - 
区 闻 的 集合 不 是 一 个 环 . 

定义 2 设 罗 是 一 给 定 的 环 .c(B) 是 定义 于 轴 上 取 值 于 
(一 so， +eco] 或 [一 c，+ co) 的 集合 国 数 四 ， 如 果 当 BB，B,€8， 
囊 站 有 一 名 了 时 , 馆 有 a(CBUBs) =a(B)+atB,)， 则 称 a 是 可 加 


的 如果 当 BuEB,a= 1,2, 3, .…， 互 不 相交 且 U Bu59 时 ， 便 有 


4 Ds.)-; 三 - Bw); 则 称 a 是 完全 可 加 的 如 果 对 任意 BE 


太 如 二 1 ， 
a(B) 大 0, 则 和 你 a 为 非 负 的 .所 谓 叶 于 的 一 个 测度 a， 就 是 定 久 斑 
怒 上 的 一 个 非 负 的 ,完全 可 加 的 使 <(24) =0 的 广义 集合 荡 数 . 
注意 只 要 & 是 喘 上 上 的 可 加 的 集合 函数 ,a«( 宫 ) 考 士 w， 则 必 有 
(282) 二 由 因为 从 可 加 性 有 (2) 十 m(22) 一 CI) 
DD 穆 了 为 在 半 右 弄 的 区 前 ， 如 果 
了 一 (zi 


一 1, ss 
名 梨 食 匡 数 的 取 值 规定 ， 请 阅 第 四 章 开 头 说 明 ” 


§ 妥 二 we 


例 2 3 的 有 限 子 集 构成 一 环 杀 , 定义 g(P) 等 下 五 中 元 素 的 
个 数 ， 则 a 恒 是 哆 上 的 一 个 测度 ， 通 常 称 之 为 计数 测度 ， 由 于 我 
们 可 以 对 仿 的 无限 子 集 声 补充 定义 4(8) 一 十 co， 所 以 上 述 «可 直 
接 扩充 到 由 忍 的 全 体 子 集 所 作成 的 最 天 的 c- 域 丈 ; 上 去 ， 使 之 成 
为 多; 上 的 一 个 测度 . 

以 下 我 们 讨论 如 何 把 一 环 针 上 的 测度 扩充 成 为 一 个 包含 好 
的 e- 环 上 的 测度 的 问题 我 们 先 证 明 一 个 预备 性 的 定理 . 
定理 1 若 g 是 环 条 上 的 不 恒 等 于 十 oo 的 非 负 可 加 集合 函 
数 ， 则 

(1) a(@)=0; 

(2) a 是 单调 的 ， 即 当 4, BER, 4CB 时 ,a( 人 a(B); 

(3) 如 果 a 是 次 可 加 的 , 即 当 4wER,# 二 1，2,-…，[] 4ue 中 


nl . 


时 ， 证 太 d U 4 7a(4s), 则 a 完全 可 加 的 充 要 条 件 是 对 任 


意 一 宙 4.S8，4x2 4 ap 门生 =C (4) 之 十 0 都 有 
， + 全 三] . : 


aAn)—0; 
(4) 如果 员 是 一 个 域 ，a(S) 一 十 oo, 则 < 完全 可 加 的 充 守 条 


=l 


忻 是 当 dc 莘 , 4 二 4 1 们 4 如 = 好 时 ,全 有 wx(Cdo 一 0 


证 明 普 先 ,省 4, BE 用 ,4CB, 则 
a(B)=a(B—A) +a(A) a(A). 
这 证 明了 < 的 单调 性 。 又 由 于 w 不 恒 等 于 十 co, 知 e( 纪 ) 天 十 co 


从 面 &( 襄 )==0. 这 征明 了 (2) 和 (1)。 
* 2 + 


如 黑 狂 是 完全 可 加 的 ， As ER, A A 1 到 门 4, 二 训令 


而 二 


五 ,一 A A = 1，, 2， 3， ii | BE 且 互 不 柚 奖 ， 


1s 
[ms| 
总 


i= (4 一 4a) UAs— AU.= 
因此 
o ( U oj 一 之 ,G(Bo) 


如 果 a(4) 专 十; 则 所 有 xd 也 都 小 于 十 ce， 于 是 
oa{Ba)=0CA) — ut Ads), 


a(A)=limS a(B)=lim{a(d)—a( da)} 
—&(AD— limat A ), 
可 见 Hima(4) 二 0。 这 证 明了 (3) 和 (4) 的 必要 性 部 分 . 


最 后 证 明 (3) 和 (4) 的 充分 性 部 分 ， 设 BnE 汶 ,Rn 二 1,2,3，… 是 


op 人 局 一 全 
互 不 相交 的 ，[ Buc 涡 . 令 4= U Ba， 则 4,=4, 一 [BER, 4， 


二 二 b=1 


46i4sn>b 站 且 门 4.= 儿 ， 率 实 上 ,车 有 zx< 门 46, 则 2E44 = 
区 二 1 二 1 


UU B;. 所 以 有 加 使 zeB,w 而 z 又 属于 44- [| Bs 因而 有 
Pe 


而 之 和 二 1 司 2EBi,， 这 与 B。 和 B;, 不 相交 的 条 件 相 冲突 ， 从 a 
的 可 加 性 及 


| U ju (U 2) N40 
,b= b= 


P B33e 


ET 


折 二 一 1 
| U B, js DS el Bi). 《th 
.hl k=1 


在 (4) 的 情形 ,应 有 wx(4o)->0, 所 以 在 上 式 中 令 8->oc 鳃 得 


< -eB 

| b=1 

在 (3) 的 情形 , 如果 SiafB) 过 十 co， 则 由 5% 的 次 可 加 性 知 
KK=1 


a(A) < Sa Bs) <+o0, 
R=1 
于 是 由 条 件 知 %(4s) ->0. 所 以 可 和 (4) 的 稍 形 一 样 得 到 
UB. )- Sa(Bo); 如 果 STe(B) 二 十 oo, 则 (+) 式 说 明 a(41》 
4d ht Pn 


=e U 六 + 这 时 自然 也 和 df a )- 马 5 ) 
' = ,Rm FE=1i - 


通常 把 定义 证 环 上 的 不 恒 等 于 二 oo 的 次 可 加 的 非 仙 音 调集 合 
负数 称 为 这 个 环 上 的 一 个 外 测度 ， 因 此 上 述 定 理 说明 一 个 环 丑 圭 
的 外 测度 如 果 在 这 个 环 .上 有 可 加 性 ， 则 它 基 这 个 环 上 的 一 个 测 府 
的 充 要 条 体 是 ; 对 任意 一 操 4Eg 4 证 do nl 如 果 (A410) 之 


二 co， 门生 = 名 ,是 wx(C4->0， 这 个 条 体 称 为 连续 性 条 件 ， 
如 二 . 
设 吕 是 一 个 环 . 定义 
路 一 {4; 存 在 一 上 刷 459, 使 4C LU) 4 


掏 见 吕 古 一 o~ 环 ,而 如 果 员 本 来 就 是 个 域 ， 则 北邮 为 由 太 的 金 


利家 帮 。 


体 子 集 所 构成 的 最 太 的 0- 域 ， 现 设 % 是 四 -的 一 个 误 度 , 对 于 每 
一 4 兹 :定义 


RA) =inf (Eady; hem, U | 
1 一 = 


显然 a* 是 定名 于 名 上 的 广 闵 集合 国 数 , 902) 二 0. 
定理 2 oa* 具有 下 述 基本 性 质 . 
(1) af(4) 守 0,a*(2) 一 0，( 非 负 糙 ); 
(2) 当 4CB, 4, BEE 时 ,a*(4)a*(B)，( 单 调 性 3 


(3) 车 4 好 1 一 1 2，3，…， 则 “(DB 
i=1 t=l 


” 《次 完全 可 加 性 ); 

(4) 当 BE 时 ,a*(B) =a(B). . 

证 明 (1) (2) 是 显然 的 、(3) 的 证 明 币 1 8 1 中 证 明 外 测度 的 
基本 性 质 (I11) 时 一 样 ,只 要 把 那儿 的 开 区 间 序列 {I njwsi 换 成 扩 
中 的 集合 的 序列 {4w wja21. 

现 证 (4)， 由 于 

B=EUYU GU 


类 以 由 ee 的 定义 知 %*(8) 志 qa(B)， 另 一 方面 , 如果 41ER, 【4 
下 一 下 

忆 囊 我 们 令 如 = 4 下 二 各 一同 4 一 2 3 和 4， 则 BE%， 且 
bl 


机 两 不 灾 ,，B= [j (2B,), 因 此 由 的 完全 可 加 性 ， 


sp- sna )- esns 
Fu=l $l 


SoaB)E Ted), 
i=1 i 二 1 


可 见 a* (BB)2o(B)， 于 是 a* (六 一 afB)， 证 完 ， 

定义 3 对 于 在 绢 ,如 果 等 式 

aT) a*(TN A Tat(TN A) 

对 任意 TE 路 者 成立, 则 称 症 为 (关于 测度 re) 可 测 的 . (由 于 了 但 
一 下 一 4 品 是 环 , 所 以 荆门 4E3，) 

定理 3 如 果 轩 束 。* 表 东 全 体 ( 关 于 a) 为 可 测 的 集合 的 集合 
关 , 则 | 

《1 对。* 一 对 。 

(23) 哇 .* 是 一 上 0- 环 ， 

(3) o* 是 于 s+ 上 的 测度 , 

证 明 ”人 先 证 (1)， 设 瑟 吕 ， 对 任意 了 TE 呢 ， 则 T=(TN 翅 U 
{《 门 瑟 ) 及 er 的 次 完全 可 加 性 ， 

ot (TI TN EE) oar (TN E'). 

男 一 方面 ,对 任意 。 放 0, 由 oa*(T) 的 定义 ,有 4A, i 一 1, 2y 3， 


使 上 4，YaC4)<a*r(2 十. 由 于 和 = 4:1)UCANF》 


f=1 =i 
olA) =a(ANE) altaA NEE). 
所 以 
| = Ee(4) }= > a( 由 门 吾 ) 十 AiN BF) 


i=1 


> Uc NB) 让 < nm) 


\ i 


显然 ， U ‘405 (Da)neorns 


U CANE') -( U 4)n EOTNE. 


中 二 文本 a TN eT EY). 
上 式 对 任意 se>0 者 成立， 所 以 
ce*(T) =0*(TN BF) am EE"). 
即 ES。*,， (1) 得 证 ， 
现 证 (2)。 首 先 注意 对 于 SL，Ssf 骂 。+， 泪 集 S11 SsEDte* 的 
证 明和 §2 定 理 2 中 的 证 明 完 全 一 样 . 以 下 我 们 证 明 尺 ,一 
信 :ER 对 于 任意 TE 喀 ， 还 是 象 在 $2 定理 2 的 证 明 中 那样 写 
成 
T=AUBUCUD, A=TN {8,— 83), B=TN 9 — 8, 
OC=FNSNS,D=T—S;— Se. 
显然 .4,.B,0C,DS3, 且 互 不 相交 ， 令 
T=AUC, Ts=BUOUD, 
则 了 TE 由 访 和 5s 的 可 油性 ， 
oT) = TN SY TN SI =a*(T,) toa*(BUD), 
a*T) = (TNS or TN I) 0) -roa* (A), 
oT) = TN SF oT NS) 0 0 +o (BUD). 
因此 - 
a* (FT)=a*CA) Ha (BUCUD 
=a(PN SH) +o"(TN (SS,-.- S82)°), 
即 5 一 SS。*， 这 样 我 们 已 证 明 器 。* 是 一 个 环 . 


为 证 纲 # 是 一 5- 环 . 设 SEMt +, i 二 1,2,3, ee 上 4 二 U Sr 
#4=i 


显然 我 们 不 妨 假 设 诸 8; 是 互 不 由 交 的 ， 对 于 TE 名 由 局 在 名 上 


的 次 完 金 可 加 性 知 
e 7 


oT TN A) + oo TN A®) 
总 是 成 立 的 . 另 一 方面 完全 赛 用 2 推论 2 的 证 明 , 易 见 对 任 演 二 


of rn 小 YYar(zns)， 
££ 二 1 =) 


汤 以 从 5 e+ 知 


ar(T) -<( rn 人 (只 se "nl( U )) 


-TarnsD tor( 7 rn( Ls) 
(A 


上 一 本 


= Sar (TN 8S) 二 ar (mn 


F=1 


Ty 
a 
Te 


> YelTNs, (rn fs ) 


= PINS +ar (TN 4°). 


i=E 


- 仿 E->00, 人 恒 可 由 at 的 次 可 机 性 而 得 


a* (7) > Siar(TN S) Tro (TN A) 
上 一 于 bs 


>«( rn cs 小 ar 人 de) 


=ar(TN 4 +a*(TNA). 
:这 样 我 们 就 证 明了 4E 凶 -ww， 即 钢 。* 确 实 是 一 个 o- 证 .最 后 如 果 


我 们 以 T=ZTN [| 5; 代 上 式 中 的 T， 注意 2*(TI 站 4) 二 aq*(2) 


2 


二 0, 则 还 可 得 


| 外 门 U s,)- Siax(TN SS,). 
这 是 医 含 了 w* 在 呐 。+ 上 的 完全 可 加 性 为 共 一 特 款 的 ,因此 a* 是 
对: 于 的 测度 ， 证 完 ， 

上 述 定 理 让 的 定义 于 内.x 上 的 测度 a* 称 为 环 只 上 的 测度 
的 一 个 扩张 (或 延 拓 )， 它 和 原来 的 s 的 重要 差别 在 于 ae* 的 定义 
越 包 。* 已 经 是 一 个 对 可 数 并 运算 封 闲 指 ec- 东 。、 另 外 , 以 上 我 们 谈 - 
的 都 电 羔 上 的 情况 , 如 果 原来 的 时 是 个 域 , 则 SE 只 ,从 而 8E 台 a+. 
于 是 对 co* 也 就 是 一 个 吕 - 域 . 

定义 于 集合 环 只 上 的 测 放 < 称 为 是 多 全 的 (或 完备 的 ), 却 果 当 
BEY,a( 吾 一 0 时 ,的 所 有 子 集 也 都 属于 四 ， 对 于 前 面 讨论 的 a 的 
扩张 a* 来 说 ,根据 定义 3, 任何 使 w*( 吾 一 0 的 BE 名 都 是 关于 a* 
可 测 的 ， 又 如 果 BEp， 则 耳 的 子 集 也 都 属于 党 ， 再 根据 a* 的 单 
调 性 谈 知 当 BEMiswy ax*( 吾 ) =0 时 , 吾 的 子 集 凤 都 属于 踊 。*。 这 也 . 
就 十 说 不 论 原 来 的 定义 于 旬 上 前 测度 w 是 哲 完全 ， 上 述 定 义 于 
先 。+ 上 的 扩张 w* 总 是 完全 的 ， 这 样 我 们 也 就 证 骨 了 任何 测度 都 一 
定 有 完全 的 扩张 . 

基于 c- 环 , 和 e- 域 的 情况 一 样 ,对 于 的 子 集 的 任 郑 一 非 空 
” 族 罗 ,在 仿 的 子 集 的 ,包含 多 的 e- 环 中 , 必 有 一 最 小 的 ， 即 斯 有 包 . 
含 多 的 o- 环 的 交 , 它 称 为 由 产生 的 we- 环 , 记 作 芭 ( 针 )。 

根据 前 面 的 讨论 ， 当 % 是 环 民 上 的 测度 时 ， 我 们 可 以 作出 它 
的 一 个 定义 于 詹 。* 上 的 扩张 w* 来 ， 由 于 现 。* 是 包含 并 的 一 个 0- 
环 ,所 以 钢 。+ 习 郑 ( 忠 ， 于 是 当 我 们 将 oa* 限 定 在 吕 (只) 上 时 , 重 得 
到 定义 在 实 (入 ) 上 的 一 个 测 论 ， 它 也 是 原来 疯 & 的 一 个 扩张 . 不 
过 一 般 说 来 ,这 暑 a* 已 不 青 是 完全 的 了 。 另 外 ， 前 面 我 们 只 是 介 


+ 


砂 了 一 种 将 定 文 于 环 上 的 蛮 度 扩充 成 为 定 又 于 -下 上 的 调度 的 
办 法 ， 并 没有 说 这 种 扩张 是 唯一 的 .不 过 可 以 证 明和 如 果 & 是 有 限 
( 秆 ?的 或 -~ 有限 的 , 即 对 任意 45 半 ,在 和 中 都 存在 可 数 多 个 测 座 


有 限 的 44, 使 4C | 4 则 定义 于 任何 0- 环抱 上 的 测度 oo i 一 


1,2, 只 要 它们 都 是 a 的 扩张 , 中 算 , 习 外 且 对 4E 轨 有 4,(4) 二 a(4)， 
i 二 1,2， 则 在 笑 ( 叶 ) .上 G1 和 aa 必 是 相等 的 这 也 就 是 说 当 e 是 
有 上限 或 "~ 有 限 测度 时 , « 在 笃 ( 史 上 的 扩张 具有 唯一 性 ， 这 种 唯 
一 性 有 时 有 重要 的 意义 ， 证 明 可 参见 脚注 @. 四 
除 Lebesgue 测度 外 ， 在 许多 数学 问题 中 要 用 到 Lebesgue- 
AStieltjes 测度 ， 这 是 由 一 个 给 定 的 “分 布 函数 ”产生 和 的， 定义 于 及 " 
的 字 集 的 一 个 -~- 域 上 的 番 底 ， 对 于 及 " 上 的 函数 (2) = 了 (x …， 
的 )。 如果 基于 每 一 个 变量 so 1 所 i 所 4， 了 (x) 都 是 右 连 续 的 , 即 都 
有 
Mim FFs es ,Tn ) 
一 (zi Ve yz) 
而 | 我们 就 说 f(z) 是 右 侧 连续 的 ， 对 于 a<<5 及 1 之 jx&, 仿 
Mfya, =F rs Ts by Fry es TA) 
— f(a, 站 Xn) 
定义 4 称 R" 上 的 坎 数 f(z) = 了 (zi, …，za) 为 R* 上 的 一 个 
广 炎 的 分 布 国 数 ， 如 果 f(z) 是 右 侧 连 续 的 并 且 邓 于 RR* 中 任意 
的 左 天 省 闭 列 区 间 
了 一 TO TT, ED =],2,,.", 2} 
都 有 号 
Hr tH) =A(Ao CC a On) Gn On 1 9s tas Cao); a bi) 0. 
现在 用 缉 ,。 表 及 * 中 那些 能 表 成 有 限 多 个 左 汗 右 阁 区 闻 的 并 


中 严 招 罕 竺 编著 ,* 实 变 子 数论 与 省 函 分 析 ?, 上 上 骨 , 第 二 版 ,第 129 一 130 页 。 
= 90 。 


的 集合 所 作成 的 集合 , 则 Ro 是 一 个 环 ， 利 用 上 述 睛 (站 就 三 在 暗 
汪 定 多 出 一 个 非 负 的 可 加 集合 函数 来 ,并 可 汪 明 它 是 诛 s 上 的 一 个 
测度 . 于 是 根据 草 面 介绍 的 办 法 , 就 可 将 其 扩充 成 为 定 交 在 基 一 0- 

域 哎 ;上 的 完全 测度 . , 半 个 测度 称 为 和 广义 的 分 布 数 产生 

要 先 明 确 如 何 利 有 BE 必 去 定义 Na 人 并 证 其它 确 
实 是 部 ,上 的 个 测度 ， 这 需要 许多 很 繁 珊 的 论证 .事实 上 ,我 们 
完 侈 可 以 不 必 这 样 ， 对 十 R" 的 仔 童子 集 4， 仿 巾 在 $1 中 定义 
Lebesgue 外 测度 那样 , 我们 可 以 定义 由 产生 的 Lebesgue-Sticltjes. 
外 测度 

ad 一 inf Sul), 7 为 左 开 右 肝 反问， Di 


然后 用 几乎 完全 一 样 的 办 读 证 明 jz? 也 有 1 中 所 开 列 前 四 条 大 
本 性 质 ， 进 而 用 
pT) = PNA) tu¥ TN Ae), 

对 任何 TCR" 都 成 立 来 定义 4 的 可 测 性 ,并 和 # 2 中 一 样 证 明 全 
体 可 测 集 的 类 骂 ; 是 一 w- 域 .好 在 跑 / 上 呈 一 完全 的 测度， 菜 - 
后 局 冬 证 骨 任 何 开 集 ， 从 而 任何 Borel 集合 都 居 可 测 的 ， 特 别 是 
Wy 六 泊 由 于 所 有 这 些 推理 基本 上 和 器 1 一 2 中 所 作 过 的 相同 . 我 
们 下 处 不 再 重复 . 其 实 有 "上 的 Le- Coby bb) 
besgue 测 麻 就 是 由 (2) 一 zizs pz 
所 产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 . 

司 在 n=I 时 ,C0,8])=f (0 — fn, 
所 以 条 件 上 320 就 是 说 了 lz) 是 民 ! 上 的 增 现 


散 ， 当 =2, T= {fr rd 人 br 
Fr 轩 ， 
Pr) = FB,,b2) — Far bay 
—fB gm) 十 于 (ary oa) 
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本 sr 各 


作为 本 节 的 结束 , 我 们 要 就 最 简单 的 情形 , 对 近年 来 有 广泛 应 
用 的 Hausdorff 测度 和 Hausdorff 维 数 作 点 简单 介绍 , 它 也 是 前 
面 介绍 的 抽象 测度 的 另 一 个 具体 的 例子 ， 

R, 上 的 一 类 Hausdorff 测度 ”对 于 固定 的 实数 p>>0 及 住 章 


4CRL6>0， 定 闵 瑟 py (4) 为 inf 全 ,17 此 处 天 都 是 开 区 间 ， 
. 上 上 


[14| 表 天 的 长 度 ， 下 确 界 是 对 所 有 能 覆盖 4 的 每 个 的 长 度 都 不 超 
过 + 的 有 限 或 可 数 开 区 间 序 列 取 的, 即 
0 
=inf ， ‘Sint 为 开 区 间 , j 1;|<6, AC Umgo | 


最 然 , 对 于 国定 的 pP 和 4, 在 5 减 小 时 五 + sd) 只 可 能 增 大 ， 因 此 
im 有 7$,,( 息 是 存在 的 (这 里 允许 十 吕 作 为 极限 )， 我 们 定义 入 的 
力 - 维 Hausdorfif 外 测度 及 #3(4) 为 Jim H#, ,4A), OD 
HS(A) = lim HS, (4). 
由 于 区 闻 的 长 度 具有 平移 不 变奏 ， 所 以 易 见 Haunsdorff 外 测度 也 
是 平移 不 变 的 ， 即 对 子 任 意 zER，4C 有 :都 有 妃 ?(z 十 4 = 
Hd). 另外 这 样 定义 的 Hausdorff 外 测度 还 有 下 述 类 似 二 Le- 
besgue 外 测度 的 基本 性 质 ; 
”人 HiME0 HEH)=0; 

ii) 车 ACB, MBH;(d HI(B); 

Giii) ef U 4 上司 mc 

(iv) 若 p(d, B)=a>0, 则 BECAUB) = H(A) -HCB): 
性 质 们 ， (这 是 显然 的 ， 性 质 人 ii 的 证 明 只 要 注意 对 任意 6>-0 
:和 ?>0, 痢 可 仿照 $1 中 证 明 Lebesgue 外 测 放 的 人 性 质 (ii 的 办 


和 了 


证 得 到 
人 ( 昌 A }<Barcy +e 


即 可 完成 ， 至 于 性 质 (iv)， 同 样 是 可 以 仿照 $ 1 中 的 证 明 去 作 的 ， 
不 过 由 于 当 0<8<4d 时 ,任何 一 组 覆盖 4UB 的 , 每 一 个 的 长 府 都 - 
不 超过 6 的 开 区 间 和 都 可 自然 地 分 成 两 组 ， 分 别 履 盖 4 和 了 8. 所 以 . 
实际 上 这 时 已 有 Hi,,AAUBD=H3,,() + H$,,(B). 

Hausdorff 外 训 度 的 另 一 重要 性 质 是 : 

(Cv) $44) 一 A7 昌 IY(A), A>0( 敌 考 §5 习题 的 第 6 题 ). 
这 是 可 以 从 容易 得 到 的 恒等式 

Hi,w(AA) = rH, (A) (06>0) 


直接 导出 的 . 
命题 1 若 4>p, 3(4) 之 十 o0， 则 吾 ?( 少 一 0，。 上 从 而 车 0< 
HICB), MN HS(B) = + 0%0. 


证 明 显然 , 只 要 证 明 前 一 结论 ， 注意 当 区 间 了 的 长 度 |T| < 
时 ,171 了 1? 二 111? ?和 ?所 以 邵 时 
CC Un, [el E12, mA 二 Coy 
i=1 
则 
Hi AE DI 67 | Tl?, 
9 E 
因此 
H*, AA ?HY, ,A A) EO ?H(A). 
仿 5.>0+ 即 得 五 #7 4 一 0， . 
命题 2 ?=1 时 ，Hausdorff 外 测度 五; 就 是 Lebesgue 外 油 
度 m*, 即 二 1 (4) 一人 4 对 一 切 4C 记 RR! 成 站. | 
证 明 从 定义 即 知 对 任意 4CR: 及 60 都 有 "4 
* 和 也 所 


吾 4s( 有 ,所 以 mm*4 生 HT()， 如 果 m%*4 二 十 co0; 则 m*A= 吾 (AY 
自然 成 立 ， 如 果 黄村 二 十 cc,e 六 0, 则 应 有 开 区 间 序 列 in} ,使 


mm 


4C 证 m*A> S11 le 
=1 


持 二 1 


由 于 对 每 一 区 间 了 , 及 3> 0， 我 们 都 可 以 取 一 组 下 区 间 {rs， 使 


也 (J Ts, 17 SS = 1, 2,3,."; 


j=1 


六 17ar1<T7 二 新 ， 
了 


所 以 万:(7 和 [7 十 训 , 从 而 下 (Ta) 拓 [了 十 坟 , 于 是 从 基本 性 
上 质 (ii) 和 (ii7 便 知 
Hi)< SII)S 3 [二 DE <m*A+2e. 
， n=1 二 1 N=] 

注意 到 ce 半 0 是 任意 的 , 便 有 吾 ?(4) 夺 m*4， 证 完 . 

推论 者 工 是 一 非 晓 化 区 间 , 则 恕 iD 二 J， 而 当 0<p 芝 1 
竺 , 三 $7): 十 oc; 当 p21 时 , 吾 $(1) 二 0 特别 是 HSCR'Y》= 十 co 
部 果 0 二 p 志 起 H$C 民 1) =0, 如 果 p 守 1. 

证 明 当 了 为 厂 限 匹 间 时 ,从 命题 2 及 命题 1 即 得 ， 如 果 了 是 
一 无 穷 区 间 , 将 了 分 解 为 可 数 多 个 有 限 区 间 的 并 , 即 可 从 基本 性 质 - 
《二 ) 和 {iii) 得 到 本 推论 的 结论 . 

虽然 Hausdorff 外 测度 与 Lebesguse 外 测度 大 许多 相同 之 处 ， 
但 从 上 述 推论 我 们 看 到 当 Br 工时, 民 ! 中 任何 区 间 , 从 而 任何 子 集 
奶 的 Hausdorff 外 测度 五 (4) 帝 然 全 和 都 是 零 ， 因 此 以 下 我 们 主要 
考 虚 0<p 达 1 的 情形 ， 此 外 ,在 0<p<1 时 ， 即 鸽 4 是 有 界 的 ,也 
还 可 能 有 五 84) = 十 cc 这 展示 出 两 利 外 测度 的 显著 差异 . 
用 学 二 


点 集 4CR! 说 是 甘 半 吾 ; 可 测 的 ， 是 指 村 于 任意 TCR! 等 式 
HT)=HICTNAY HACTN A) 

者 成立， 于 是 和 在 $2 由 一 样 可 以 证 明 所 有关 十 万 ;可 测 的 集合 ， 
构成 民 !' 的 子 集 的 一 个 go- 域 器 ,， 限 制 在 六 ; 上 时 ， 吾 是 完 爹 可 
吉 的 , 从 而 是 一 测度 ， 另 外 ，R!' 中 的 任何 Borel 集合 还 都 是 关于 
玉 $ 可 测 的 .由 于 所 有 这 些 事实 的 证 明 都 可 亦 用 52 中 相应 结论 
的 证 明 , 我 们 在 此 不 再 详细 讨论 . 

对 于 周 定 的 4CR', 令 

po=inf ip; H(A)= 0, p>0}, 
称 之 为 4 的 Hausdorff 维 数 ， 记 为 gzf41， 如 果 不 是 对 所 有 的 
了 >0 都 有 五 #(4) =0, 即 存在 49>0, 使 五 ;(4) 二 0， 则 这 个 g 一 定 
不 大 于 1 而且 由 命题 1 知 , 对 任何 8<4 都 有 H(A)= 十 ce, 即 数 
集 {p; 召 (4)=0} CLg, co)， 族 
< pril, 

若 0 过 p< 之 poy 取 8 使 pg 过 2 之 po; 则 如 $4)>0, 由 命题 1 人 独 
有 五 ?4 一 十 5 当 2>Po 时 ;必然 有 吾 () 二 0 : 固 疙 如果 
六 #3(4) 汪 0; 则 由 po 的 定 关 有 pi 使 po 过 过 pH (=0, 但 雁 
命题 1 却 应 有 吾 #( 四 = 十 吕 , 产 生 荐 盾 ， 总 之 | 

- 十 op9， 当 0<<9<c po， 
0， 当 B > pn， 
从 命题 3 的 推论 , 当 了 是 非 暗 化 区间 或 1= R! 时， 
co， 当 0<yp<l， 
#3(D)= 1 当 p>1. 


H(A) =] 


所 以 
dn(T)=1. 
由 于 对 于 任意 p>0, 单 点 集 世 的 Hausdorff 测度 都 是 零 , 从 
而 及 中 任何 可 数 点 集 的 Hansdorff 测度 都 是 零 , 所 以 车 4 是 及: 


和 


中 的 可 数 点 集 , 则 Zzt4) =0， 另 一 方面 ,从 命题 2, 任何 具有 正 的 
Lebesgue 外 测 府 的 集合 的 Hansdorff 维 数 都 吓 1, 因 此 和 如 叶 民 ' 的 
子 集 4 的 Hausdorff 维 数 zsC4) 一 1， 出 一 定 有 mm*4=0。， 那 么 有 
没有 Hausdorff 维 数 大 于 霍 而 又 小 于 3 的 集合 呢 ? | 

例 3 Cantor 集 各 马 的 Hausdorff 维 数 ErfC) 一 1og271og3. 

证 明令 =|0,41n 0, 0.=| 子 ， 1 IN 从 Cautor 集 合 的 

了 . 

产生 过 程 荔 见 

0 = 0 Ce 一 卫 十 王 C， DC CC ) =>0. 
所 以 从 Hausdorff 外 测度 的 平移 不 变性 及 基 李 性质 【iv) 和 (v) 知 
对 任意 p>0 都 有 

(CO = HCY, HHO) =(F) HS(O), 


HS(0) = HC) + HS(0) =A#) BECO). 


因此 , 或 者 . H3t0) 一 0 或 十 co 或 者 0 < 3 (0) < 十 -ov 
8 二 log2/1og3， 如果 对 于 po 二 log2/1og3， 硝 实行 0<H$,(0)< 寺 
二 +, 则 由 命题 1, 当 pp 时 H3(O) 二 站 当 0<p<po 时 H$(0) 一 
十 So， 从 而 便 证 明了 d(C)== po 一 10g2/1og3， 下 面 我 们 就 来 证 明 
0< Hi,(0) +oo, 


设 6>0, 开 区 间 Ti=1,2,3,…) 的 长 度 |fi 志 6,0C UII. 
. 本 #=l 


1 2 ,1 。 
了 ie 人 二 可 十 可 Te 一 23 


》 | py is 1 1 ， 
旭 OC U 1, OC U 了 注 意 1@| < | | 所 i 二 


玉生 


s 9 = 


],2,3, "yg 所 以 
ZIP HS p00), DYE"SHS, (On), 
t=1 t=1 

于 是 由 


2( 寺 六 一 2(e-iog8)log3Iogs 一 2fe-log2) 一 1， 


| 了 后 | 2 十 Mim=2( 到 六 | [一 下 23， 和 := 1,2, 3, ty 


[1 


Dm= SNP P|", 


t=l 站 一 让 


便 知 


rH (0 THS,, 43(00) :2H$,, $a(0) 


从 而 3 ,ws(O) 守 HE,,4slC). 可 是 由 3 的 定 广 , 当 >0 厂 小 时 ， 
百 ?sfC) 是 5 的 递增 函数 ,所 以 我 们 有 惠 3,,,(0) 一 日?,, 44(0). 注 
意 到 这 里 的 6>0 是 任 党 的 且 三 9of2) 作为 6 的 函数 的 单 调 性 ， 
便 知 有 $6,s(C) 实 际 上 是 不 随 6 而 变 的 . 因此 H$.C0) 一 下 $2(0)， 
易 见 Hy (OHY Galt, 1]) 委 1 所 以 五 3 (CDJ<T< 二 co， 
为 证 五 存 (0 0。 取 鳃 使 0<B<113. 设 {1) 是 0 的 任意 
一 个 有 限 或 可 数 开 和 覆 六 ,| 了 ,| 志 66, 1 二 1,2,，3-…， 由 王 Q 是 一 有 界 
闭 集 ,由 Borel 有 限 巴 姜 定 理 ,我 们 总 可 以 {7} 中 选 出 有 限 风 个 区 间 ， 


.7 Jmy 使 CC 山 .7 于 是 | 站 > yz。 如 果 我 们 
j= f=1 


fF SF 


能 证 明 这 时 总 有 六 " 1. ro (二 六 ， 则 由 定义 即 知 Hw,(0) 之 
3 了 =1 
1 Pn be | 
(当众 而 形 ,(C)> Ho(C)>( 二 )” >0. 以 下 我 们 就 来 证 
朋 a 1 | 1 Po _ - 
i> (8) 
sy min . 1 
令 必 min{ | J;!;} 1, 2， m}， 则 0 hh 注 


意 2(C,， Co) 一 末 >> 如 ,而 每 一 的 长 度 都 不 大 十 gu, 所 以 可 以 把 


{ty} is 分 成 两 组 : tn} fs {4,2} fT 十 2 玉 ， 使 它们 分 别 
覆盖 局 和 这 时 


站 | ha 
之 | 一 SM S| | me 
=1 i=1 t=1 


3 , ma 
如 果 放 | 了 il" > 11Ji.s|?, 则 令 
了 本 二 1 i=1 


: J 一 了 .了 i 二 1,2, yp m3 1 CO— ml 


否则 令 


2\ ， 
“=3( To -3) $= 1, 2, es ms 1h ps 


注意 C1 一 瑟 0，0s 一 名 二 于 C， 便 知人 J) 避 ! 是 0 的 一 个 新 的 开关 
盖 , 并且 因 3m 一 2， 


BEATE ME PAN EL 17ie|m 
= 4=1 


It 


||™, 
了 =1 


如 果 六 一 mintl7 5 一 1 2，， 六 村， 则 上 式 说 盟 交 EA 


了 = 主 
之 ( 计 )”， 证 明 妈 已 完成 . 如果 9< 六 一 于, 则 以 {79) 近代 震 原 来 
的 {7} 六 4， 又 可 重复 同样 的 作法 而 再 得 到 C 的 又 一 个 新 的 有 限 开 


mm" mr mh ， “ 
材 盖 1 人) 到, 使 人 7 放 | 委 了 .7| 问 和 全 | mm 如 果 f= 
j=1 了 一 1 了 -1 一 


站 iaf| .7 和 了 一 2 2 …， 徊 人 党 二 ， 则 征明 马 完 成 ， 否 则 还 可 重复 


上 述 步 最 . 注意 六 减 37o rs 袜 3 六 六 后，…。， 所 以 上 述 作 让 在 重 
复 有 限 次 后 ， 所 得 出 的 区 间 中 就 必定 至 少 有 一 个 的 长 庶 不 小 二 
1/3， 从 面 完 成 整 个 证 明 . 

王 述 例子 说 明了 有 Hausdorff 维 数 大 于 零 小 于 1 的 子 集 .其 
实 对 于 任意 0<i<1， 都 可 作出 民 ' 的 子 集 4 使 L(A4)=d. 因为 
这 有 时 若 令 二 exp{ 一 10g82/ 直 , 则 0<5< 之 112， 仿 照 Cantor 集合 的 


作法 , 先 从 [0, 本 中 去 掉 以 寺 为 中 心 ,长度 为 的 一 个 开 区 间 , 然 后 


从 余下 的 两 个 区 间 中 省 去 掉 一 个 以 区 间 揭 中 心 为 中 心 、 长 度 与 音 
的 开 区 间 ， 第 三 步 从 余下 的 码 个 区 闻 中 各 去 掉 一 个 以 苞 闻 的 中 心 
为 中 心 长 座 为 8 的 开 区 间 , 依 此 递 推 , 最 后 得 到 的 集合 4, 的 Hau- 
sdorff 维 数 便 尽 一 log2/log$ 一 4. 关于 这 点 的 证 明 完 全 可 以 个 
其 上 述 例子 进行 . 我 位 把 它 作为 一 个 习题 窗 给 读者 . 
虽然 都 是 Lebesgue 零 油 论 集 , 但 却 可 以 有 不 同 的 Hausdorff 
维 数 .所 以 可 以 用 Hausdorff 维 数 来 对 Lebesgue 零 测度 集 作 进 
一 步 的 分 类 , 了 从而 常常 使 对 几乎 处 处 成 立 的 现象 的 研究 得 以 深化 ， 
以 上 我 们 谈 的 都 是 R' 上 的 捕 训 其实 对 - 般 的 民 * 中 的 子 
集 4 及 ?> 由 同样 可 以 定义 生 的 扩 维 Hausdorif 外 测度 ， 这 只 要 
5 


把 定义 中 区 间 欧 长 度 换 成 圆 球 的 直径 ， 这 种 高 维 空 间 及 "中 的 
Hausdorff 测度 , 对 研究 及 " 中 的 低 维 子 集 常常 是 有 用 的 ， 


习 题 
1。 拭 就 锡 为 域 ，al5) 过 十 oo 的 情形 证 明 a 在 蔚 “好 ) 上 的 扩张 是 噬 
2， 证 明 跌 ; 是 一 o- 城 , 占 # 在 玩 , 上 是 一 测度 . 
3， 证 明 本 节 末 尾 所 作 的 集合 44 的 Hausdorff 维 数 
df dt 一 一 tog273ogE。 


= 00 


第 四 章 可 测 函 数 


为 了 引进 新 的 积分 ， 我 们 需要 考 窦 定义 在 4- 维 欧 氏 空间 RR" 
申 的 可 测 子 集 召 上 的 邯 数 ,此 处 所 说 的 函数 都 是 担 的 单 值 实 图 数 ， 
不 迁 我 们 也 取 三 所 为 值 ， 我 们 规定 
《十 co) 十 【十 oo) 一 十 co 一 co (一 co 一 一 吕 ， 
对 于 任意 实数 a, 都 有 一 号 <q<< 十 吕 且 规定 : 
如 十 (十 59) 二 十 C00 十 (一 00) = 一 00， 
而 对 于 82>>0,c<<0, 由 规定 


b'(+o0)=+o0, 8 一 co) = 一 co， 
1 -oo 一 一 如 ， te-(—00)— :00. 
{+ oo) (00) = 00) (+o0):- -co, 


《一 co) (一 co) (Hoo) (+0) 
至 于 (二 co0) 一 (十 oo) (十 oo) 十 (一 co) 一 oo) 一 (一 co， 《一 co) 
十 {二 69), 则 认为 是 不 被 介 许 的 运算 ， 在 一 般 情 况 下 ， 也 不 允许 
0.( 士 09)，, 


$1 可 测 函 数 的 定义 及 其 简单 性 质 ， 


设 召 是 R* 中 的 一 给 定 的 可 测 后 集 ， gz) 是 在 盏 上 定义 的 
销 数 ,如 果 能 将 肿 分 解 为 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 子 集 已 ,Ba 有 
的 并 , 使 得 在 每 一 个 Be 上 , 5) 都 伍 等 于 一 个 常数 5;:。 则 我 们 就 
说 几 z) 是 训 上 的 简单 联 数 .显然 ,定义 于 互 上 的 前 数 加 (z) 是 上 
的 简单 函数 的 充 要 条 件 是 存在 吾 的 有 限 多 个 可 测 子 集 如 ,4,*…， 
及 各 个 常数 ch cs em 使 在 吾 上 有 
“101" 


Vz) ~ PJPakz), 


王 处 Petxz) 是 已 的 示 性 函数 ， 

在 新 的 积分 理论 中 , 简单 国 数 应 该 认为 是 可 积 的 , 而 如 果 我 们 
希望 新 的 积分 在 极限 交换 次 序 方 面 充 分 灵活 ， 那 自然 该 考察 简单 
渭 数 前 极限 (当然 一 般 不 再 是 简单 函数 ) 所 构成 的 函数 类 ， 因 此 我 
们 3 引进 下 烈 概念 ， 

定义 1 设 是 民 " 中 的 可 测 集 ， 珠 x) 是 在 上 定义 的 非 负 
玉 教 , 如 果 存 在 吾 上 的 非 负 简单 冰 数 列 {yn(z)13-: 全 

0 pT) ET EE, 
Hr) limpatz) (EB), 


出 我 们 就 说 所 +) 是 五 上 的 非 负 可 测 函 数 或 说 2) 在 如 上 非 负 
可 测 . 
为 了 了 关 明 函数 的 非 负 可 测 性 的 几何 意义 , 我们 引进 下 述 概 念 : 
定义 2 对 于 定义 在 我 " 中 的 子 党 召 上 上 的 非 负 国 数 f(*)， 称 
及 ”…: 中 的 子 集 | 
zy 3) ER, O02 <fCE)) 
为 x) {在 玉 上 ) 的 下 方 图 形 ， 记 为 G(B; 让 当 忆 = 有 R* 时 ,还 可 
简 记 为 GC7). 
例 如 果 ps(z) 是 RR* 中 可 测 子 集 百 的 示 性 函数 : 
_ 久 , 当 zB, 
Pes) = Ea 
MoE, pr) =BxL0, 1), G(r) = Rx[0,， 1),， 这 都 是 RR"*! 
中 的 可 测 集 ， 稍 一 般 点 ,如 果 Cz)= >orpaz) 是 及 中 的 可 
t=l1 


* 102: 


测 集 合 旦 目的 非 负 篇 单 状 数 , 则 如 (; 妆 ) = U {ExL0, en 所 


GOCE; 外) 是 及 e+ 中 的 可 测 集 合 . 
以 下 我 们 总 假定 互 是 及 = 中 的 一 可 测 集合 , 开 不 音 逐 次 走 明 ， 
定理 1 如 果 f(z) 是 Rs 中 的 可 测 子 集 厂 1 的 韭 负 阔 数 ， 风 

下 述 各 就 相互 针 价 : 

CD) Fz) 在 至上 非 负 可 副 ; 
(ii) 对 任意 常数 o, [x; Flz)> 拉 = 1zizsB fz) 之 q} 都 是 

及 "中 的 可 测 集 合 ; 

Gii) f(z) 在 加 上 的 下 方 图 形 GC(B; 用 是 R"*!， 中 的 可 测 集 

合 . 

证 明 仆 坟 (i)， 设 
f(z)= limyn( x), 


其 中 (5) YIofopsyn(z) 是 上 的 非 供 简单 国 数 (2) 


Ep 2?), 入 一 1, 2， 3 别 对 于 任意 rt, BLz; nT) 守 6 都 基 一 
: 些 4" 的 并 ,所 以 总 是 可 测 的 ,而 . 


ELzx; f(x)>a]= U ELz; pal rt) > 的。 


: 辕 此 ELz; 上 x)4j 是 可 测 的 . 

(=> GiD 将 全 部 正 有 理 数 排 成 序列 {Ta}%-1， 令 二 
BL >7m]， 玉 之 1， 则 避 m 是 及" 中 的 可 测 集 ， 从 而 9 一 
nx[0， rn》 是 RM 中 的 可 测 集 ， 当 (zf，2)EG, 时，wEB,; 
0<ssz<yra 从 而 2 有 0 和 35<ra 扫 大 3)， 所 以 位 ， 相 EGG( 本 站 ， 


可 见 
* 于 人 了 


rr 
Te 
Te 一 下 
机 


U GnCG(E; 1). 
另 一 方面 , 知 果 (z,2)EGCB; 有， 则 zE 杷 0Sz<Az) 四 有 理 数 
的 竹 密 性 ， 应 有 茶 一 ?m6 使 z< rm。 一 信 7)， 于 是 zeE[Lx; 
fID)>rm] 二 Bao， 从 而 (xz,2) EBm, XxX[0， ran) 一 Gm, 忆 十 Gn. 总 


m= 
之 GC8; 由 = 0 因而 G( 本 用 应 是 及 "中 的 可 测 集 . 


Cii 二 0)， 省 G0B; 有 是 Rr! 中 的 可 测 集 ,a 尝 0, 则 
ELzy fz) a] {x; EE, (x, EGCE; f)}, 
所 以 E[z; 2) 汪 是 8=4(B; 月 在 8 一 ae 处 的 截 口 G*， 由 第 三 
章 84 定 理 3, 几乎 对 所 有 的 az0, BEz; (2) 之 4] 可 测 ， 当 然 这 种 - 
使 本 zi 了 f(z) 之 a] 可 测 的 & 在 [0, 十 0) 上 是 科 密 的 ,从 而 对 任意 的 
sa30, 部 可 以 取 一 申 os ya 使 如 zz 总 可 测 ,于 是 从 


Elr; f(rY>a]= U ELx; f(z) > on, 


恒 知 寻 下 天 2) 盖 四 也 可 珊 。 注 意 到 当 a< 0 时， 下 对 蕊 2) 人 一 吾 
及 对 任意 < 都 成 立 的 等 式 


| Ko)> 四 = f BLs; fo)>a- 志 | 
上 J | 
我 们 及 可 知 对 任意 常数 中 本 zy f(r) a] 岂可 测 ， 于 是 对 于 性 意 
常数 a,5, 集合 | 。 
王 [ 好 8 大 2)<D] 一 至 [2 大 了 党] 一 者 [Lx; f(z)26] 
也 是 可 测 的 . 

对 于 估 一 正 整 数 m, 及 下 一 0 1,.…, m2" 一 1, 令 
104: 


Be 可 当 六 <KzD)< 与 本] 
及 
Bmi™ 一 ELx; fx) 之 娄 ]， 


坎 立 向 


出 这 是 一 些 互 不 相交 的 可 测 集 合 ，B= | Ea， 定义 简单 销 数 


KE 天 
Put) =“ 之。 Qu sm TE), 


易 见 
六 af ZTE (R11). 
-以 下 我 们 米 证 明 limy$m(z) 二 fz》, xEB 
如 果 zeE 加 使 foo 一 十 cc 则 对 一 切 1;, XoSB5iy mz"y 电 以 


ba (20) = -=m> + co =f (0); 


如 果 ffzo 天 十 cc, 则 可 取 正 整数 ?m0 汪 了 (20)。 从 而 里 者 宇 2m 
时 ， 
[f(g0) — Yn(20) | =f (20) —a (v0) < 总， 


注意 当 加 > 十 co 时 ,高 >0， 所 以 此 时 也 有 lim pa(zo) 二 f(zo)， 证 
守 
上 述 定 涟 说 明 加 上 的 非 负 函数 fz) 在 上 非 负 可 油 加 价 于 对 
任意 常数 4, ECz; f(z)>a-] 都 可 测 .引伸 这 个 恩 想 ,我 们 瞪 出 
定义 3 设 Xz) 是 及 "中 的 可 注 集 合 已 工 的 函数 ， 如果 对 于 
任意 常数 a，ELz; f(z)>a] 都 可 测 , 则 我 们 就 说 六 是 吾 上 的 可 
调 函 数 ， 或 者 说 f(z) 在 巨 上 可 测 . z 
定理 2 对 于 及 * 中 的 可 测 集 合 巴 上 的 函数 Kz)， 下 述 各 条 
了 个 3。 


件 都 是 使 x) 在 五 上 可 测 徇 充 要 条 件 ，; 
(i 对 任意 常数 9,B[z; XY) 宇 qj 都 可 测 > 
(ii) 对 任意 常数 a, BLx) fz) 之 qj 都 可 寞 ; 
(iiiy 对 任意 常数 a, [7; 人 FT) 志 6] 都 可 袖 . 
”证 明 因为 
ELx; 大 zz] 一 门 als; fz)>a- 主 | 
ELzy f(r Ya =B— Bir:f(2) 4, 


lz; f2)<ol= | El a; fr) ot 去 
RE-l 上 


Bixy f(x) a -BE— Elar; fr) Eo. 
所 以 /(z) 可 测 地 中 二 (让) 二 (ii) =>f(z) 可 测 . 
推论 1 和 如果/(z) 在 如此 可 测 ， 则 BLz; f(x): :十 co] 和 BCs; 
碎 z)… 一 co] 都 是 可 测 集 合 . | 

证 明 因为 


ELx; f(T) = 4-00j= 站 ELz; f(T) nn) 


BLz; f(z)=—00]= 们 BLz;f(2) < —#. 


定理 3 如 果 两 个 说 数 Kz) 和 g(x》 在 集合 瑟 上 几乎 处 处 炎 
等 , 则 当 其 中 的 一 个 在 吾 卡 可 测 时 , 另 一 个 也 在 请 二 可 济 , 

证 明 ”因为 对 于 任意 常数 a, B[zx; 5)>aj 和 ELz; gw) 9] 
都 只 能 相差 一 个 测 庶 为 零 的 点 集 , 所 以 当 共 中 一 个 可 测 时 , 吻 一 个 - 
把 可 测 ， 证 完 . 

定理 3 说 明了 在 讨论 孙 数 的 可 测 性 时 ， 可 以 任意 改变 函数 在 
一 测度 为 才 的 子 集 上 的 值 ， 因 此 我 们 也 可 以 侈 许 所 讨论 的 函数 在 


= 了 各行， 


过 的 一 个 测度 为 零 的 子 集 上 没有 定义 . 
定理 4 如 果 jz) 是 如 上 的 可 注销 数 ，E 是 百 的 可 测 子 集 ， 
财 扩 2) 出 是 品 上 的 可 测 冰 数 ， 反 之 ,如 果 已 知 天 z) 在 每 一 个 吾 


上 都 可 测 ， j= 2,3" 则 fC2》 也 在 E= U E, 二 可 潮 . 
t=1 


证 明 因为 对 任意 常数 = 都 有 
Bo ri 7) a = BN BL2; FC7)>0), 


EL; f(rY > a= U Er; fF) > a]. 


定理 5 如果 两 个 函数 了 +) 和 %z) 都 在 已 上 可 测 , 则 

(i) ef(z) 在 吾 上 可 测 (cER); 

Ci) 当 灵 z)? 十 9(z) 在 如 上 几乎 处 处 有 音义 时 ，f(z) 寺 g(x) 
在 上 可 测 ; 

(iii) 当 -1(z)g(z) 在 如 上 几乎 处 处 有 意义 时 ， 抱 rz)9Cz) 存 要 
上 可 测 . 

证 明 《iD 车 c=0, 则 cf(z)=0 自然 在 吾 上 可 测 ， 若 .ce 产 0， 
则 对 任意 常数 a 
BLz; f(z)> ea), ce>0, 


ELzx; ea 四- f(z)<0 a), ed. 


因此 cf(z) 在 吾 上 可 制 ， 
( 刘 不 怒 设 fz)+g(z) 在 吾 上 处 处 有 意义， 将 全 伴 有 理 数 
排 咸 序列 {7,}， 对 于 任意 常数 中 


Blz; f(z) -Fo ) > a= ECx; f(r)>a— (2)] 


二 U ELz; (7) ra {FE) 
2 
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= CECe; Ko)>rn BE 一 gz)<r) 


= (mreKz)>rnarzig(z)>a 一 rz 


BL[z; f(z7)>>re], B85z; g(x)>a 一 4] 都 是 可 测 集 合 , 所 以 B[z; f(z》 
十 %z)>- 轨 也 是 可 测 集合 . 
(iii) 令 
B= (Elz; f(z)= + co] Bz; gC(2)= + 0]) 
U (Biz; f(z)=—00IN BLz;9(7)=— 00)), 
B= (Bra; f(z)=+ 0IN BL 92) = — oo) 
U (ELz; f(z2)——o0IN BY; g(7)— — oo)). 
由 推论 1 知 81, Bs 都 是 召 的 可 测 子 集 ， 在 BB 上 f(z)g(z) 二 十 oo， 
在 Bo 上 f(z)g(z) 二 一 oo; 所 以 用 zx)9(z) 在 如 ,Es 上 都 是 可 油 的 . 
于 是 我 们 只 要 证 明了 z)9(z) 在 B= 如 一 (BLU Bu) 上 可 测 肥 可 , 在 
By 上 BCz) = 了 (2) gz halx) 一 有 Lz) 一 9(z) 处 处 有 定义 ， 由 定 
理 4 及 已 证 明了 的 (让 和 (让 ， 加 (z)， 加 (2) 都 是 如 上 的 可 测 隙 
数 ， 注 意 
BoLz; RZ)>9] 
=- | < 
BFzi hr) oJU Eo; EAL) — ~ a), 4 完 0. 
搞 以 (2)(i=1,2) 也 都 是 8 上 的 可 测 郑 数 ， 于 在 


f(z)g(z) 一 了 [AKCz) 一 1(z)]. 


便 也 是 Es 上 的 可 测 落 数 。 证 完 . 
定理 6 ”如果 {fa(z)}3-: 是 已 上 的 可 测 函 数 序列 , 则 
(GD AZz)=sDp fn(z)，MKz)=inf fu(z) 都 是 媚 上 的 可 测 
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腰 教 ; 

(iD UCz) =lim sup f(z),VO7)=lim inf fm(z) 都 是 是 上 

欧 可 测 国 数 ， 
证 明 ”对 于 任意 常数 a， 


ELz; Hx)>a— [) Bx; fa(2)>0], 


所 以 2 是 在 吾 上 可 测 的 ， 又 
zz 一 —sup(— fn(2)), 
所 以 XY) 也 在 加 上 可 测 . 晤 后 
U(x)= inf sup fnr(*), 
VT)=sup ivf fntstr)s 
油 而 从 中 知 ,， U(r),VCz) 都 是 召 上 的 可 测 函 数 . 
推论 2 ”如 果 吾 上 的 可 测 函 数 序列 {fa(z)}%-1 在 如 上 几乎 处 
处 址 于 玉 z》, 基 
f(s)=lim flr) a. 于, 
册 六 xz) 在 如 上 可 济 ， 
对 于 在 点 集 吾 上 定义 的 函数 六 x), 规 定 人 x) 的 正 部 和 负 部 分 
别 为 : . 
f(z)—=max{f(x), 0}, 
与 
f-(2)=max{— f(z),0}, 
则 f(z) 和 ff-(z) 都 是 召 上 的 非 负 函数 ， 册 定理 6 的 (让 ， 当 六 zx) 
在 吾 上 可 宰 时 产 (2} 和 f(x}) 都 是 吕 上 的 可 测 联 数 ， 另 一 方面 ， 
Fr) = —f), 
Is 一 产 (z) 十 广 (z)， 


- 09 . 


因此 当 产 (z7 和 产 (z) 都 在 马上 可 测 时 Ks) 和 I fs) | 也 在 至上 可 
鳃 、 这 也 就 是 说 我 们 有 下 述 
定理 7 fx7) 在 如 上 可 测 的 充 驾 条 件 是 f(z) 和 f(z) 都 在 局 
上 ( 非 负 ) 可 测 ， 当 及 x) 在 为 .上 可 测 时 , | 太 z)| 也 在 吾 上 可 测 . 
定理 8 如 时 天 z) 和 可 测 ， 和 定 fz) 一 0 时， 


0， fz)= 土 0 时 ， 二 0, 则 ~ 天 也 是 二 上 的 可 许 


| 


tr 
因数 . 


证 明 令 g(7)= 


7 7 


FC 由 


BBLz; f(z)—0J= 门 (rz f(z)>0N Ble; Kn)< 二 |)》 
B=1 一 


知 吾 是 达 的 可 测 子 集 ， 允 
ELz; HX) 


人 Bla; 0<fz)< 寺 | iia-0, 
= EolBr; f(r) >0, 0, 
1auar Kz)>0]U lz; fz)< 二 | “ia<0, 


所 以 本 zi g(x)>>a] 对 和 企 意 常 数 ae 部 是 可 测 的 ， 即 gz) 在 志 上 
可 宰 . - 


习 是 

1。 证明 百 上 两 个 简单 函数 的 和 与 莱 积 都 还 是 万 上 的 简单 卫 数 . 

3。 证明 当 陪 (*) 工 是 百 上 和 是 品 上 的 非 负 可 测 函 数 时 ,7(z) 也 是 如 U 
至 s 上 的 非 负 可 蛮 匡 数 . 

3. 册 7 至 拓 十 cc， f( 双 是 再 上 上 的 几乎 处 处 有 限 的 非 负 可 阐 业 数 ， 证 明 对 
任意 c=>0, 都 有 闭 集 CE, 使 m( 一 F) 必 ;而 在 PI flz) 是 有 界 的 

4， 设 :fst2)) 是 亚 测 集会 百 上 的 非 负 可 费 国 数 序 列 ， 证 明 ; 如 果 对 任 
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音 e>0, 都 有 ymECg; f(z) 之 8] 世 十 oo; 则 必 有 


nal _ 
limf. ts) 一 0 如 ee。 于 号 . 
又 问 这 -命题 的 逆 命 题 是 否 成 并 ? 


5。， 设 规避 之 十 2, 了 (在 总 上 非 负 可 测 , 证 盟 对 于 任 党 y, BA BIS; (oY 
三 妇 都 臣 可 测 的 ,进而 证 明 酝 1m 百 ,>0 的 最 密 有 可 数字 个 , 

8， 证 明 邵 果 了 (zm) 是 及 上 的 连续 函数 ， 则 fm 在 及 >" 的 任何 可 测 子 入 
吾 上 都 可 测 . 

7， 设 六 四 是 及! 中 的 可 测 子 集 醒 上 的 单调 函数 ,证 明 f() 在 是 上 可 测 . 

8， 证 明 及 * 中 可 测 子 集 豆 上 的 国教 ft 可 测 的 充 要 条 件 是 存在 加 上 的 
一 串 简 单 范 数 gz》 使 

1 (2) = im $m lm) (a€B). 


9， 证 明 :; 当 了.{z) 是 如 ,二 R:， fs(8) 是 电导 Rs 中 的 可 测 范 数 * 且 fi(2) 


. 访 ( 殷 丰台 一 可 关 本 上 几乎 处 处 有 意义 时 ， 六 (of 是 吾 上 的 可 病 函 数 . 

10。 证 明 : 如 果 7(z) 是 定义 于 R" 上 的 可 测 子 集 妃 上 的 芽 数 ， 则 了 C2} 
在 五 上 可 铀 的 充 要 条 件 是 对 及 ! 中 任意 Borel 集合 五 ， 

下 五 ) 会 罚 [ 了 (五 ] 

都 总 五 的 可 测 子 集 , 如 果 Fa 还 是 连续 的 , 则 产 !() 还 是 Borel 集 ，( 提 示 : 
用 中, 表 及 ! 中 郑 些 使 让! 必 刀 是 的 可 测 子 集 的 各 所 构成 的 集合 族 , 比较 好， 
和 民 Ri! 的 Bore] 集合 类 弘 ,) 

11， 设 了 (ew) 是 卫 上 的 可 谢 函 数 ,9( 扩 是 长: 上 的 连续 乓 数 . 雇 明 g[f(z)j 
是 召 上 的 可 商 前 数 , (注意 : 如 果 f(z) 社民 "上 连续 ,gty) 在 R!1 上 可 济 , f(x)1 
未 必 可 油 ， 转 副 是 fz) ,9( 扫 都 可 测 时 g[f(e)] 未 必 可 测 ，) 

12， 证 明 : 如 果 了 (x) 一 Fr zw) 是 及 "上 的 可 微 函数 ,区 

ft 2 可 


都 是 及 " 上 的 可 测 卫 数 ， 


$2 Egoroff 定 理 


~ 


在 数学 分 析 中 ， 我 们 不 止 一 次 地 芝 到 过 一 致 收效 的 概念 ， 在 


* Ii* 


er 


讨论 连续 驴 数 列 的 极限 函数 的 连续 性 时 , 在 讨论 膛 项 积分 , 逐 项 撤 
分 等 问题 时 ， 都 出 现 过 村 求 一 致 收 伍 的 条 件 ， 另 外 我 们 也 知道 即 
使 函数 列 {f(z)} 处 处 收获 王 大 z)， 记 (7) 也 可 能 不 一 至 收 化 于 
Faz)》， 例 如 记 (z) 一 于 在 (0,1) 上 处 处 收 敏 于 0, 但 是 它 并 不 是 一 
臻 收 伍 ， 不 过 不 难看 出 对 于 任意 正 数 s, 我 们 只 变 从 (0, 1) 中 去 掉 
一 个 长 为 = 的 小 区 间 (i 一 1), 便 能 使 天 (2 在 余下 的 虚 集 上 具有 
一 臻 收 丝 性， 这 就 是 说 , 当 国 数列 在 召 上 上 不一致 收 误 的 时 候 ; 我 从 
仍然 有 可 能 从 如 中 去 掉 一 个 “很 小 "的 点 集 。 使 在 如 一 * 上 函数 列 
是 一 致 履 化 的 .这 就 是 下 述 Egoroff 定理 . 

定理 1 (Esgoroff 定理 } 设 

《1)》 ma 加 二 十 co，{ 记 (2 让 是 至上 的 一 串 几 乎 处 处 取 有 限 值 的 
可 测 函 数 ， 

{2) lmfa(z):= f(z)a. e. 于 五 ,日 | zy1< -ccase.， 


唱 于 任意 正 数 5, 恒 有 可 测 子 集 e， 使 me<5, 而 在 B=B-e 上 
{f(z)) 一 致 地 收 伍 于 fz}. 

为 了 证 明 Egotoff 定理 ,我 们 先 证 用 下 述 引 理 ; 

5 型 设 ,(z 站 是 玉 上 的 一 申 只 取 有 限 挥 的 函数 , fz) 是 在 
局 上 定义 的 具 取 有 限 信 的 函数 ， 则 所 有 使 fsCz) 不 收 襄 到 fi#) 的 
点 z 所 作成 的 集合 万 ,可 以 表 成 


p=U 站 U srs: (f(z)—fr) el (9 


的 形式 ， 其 中 外 全 es 人 > 人 ex 是 任意 一 串 单 调 地 趋 于 堆 的 
正 数 . 
证 明 设 zoED, 即 {f,《zo)} 不 以 A(z0) 为 极限 ,因此 应 有 e 半 0， 
及 一 山 正 整数 
| HR 
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吗 业 


使 | fn tro — fro0) | Se. 
自然 , 只 要 加 充分 大 ,就 有 
[fut ro 一 ee 


所 以 
me LU Ea [fr)— HF) |es] (N=1,2,3, .) 
从 而 
wef U Bs I.) fs)) 2a 
于 是 


zc 门 Uc £3 [f(z)— Fz) [esl. 


8 > 


反之 , 设 weU 月 ars yz 一 1722 > 骨 有 如 全 
1 N=!1 


“ef UU BCa; 1f.C2)—f(z) | en], 
所 以 对 任 部 正 整 数 ， 
zo [] BTss 1f.(2)— fz) 18 


可 见 对 任意 正 整 数 赤 恒 有 nw 闫 六 ,使 
| Cgo) 一 天 30 六 ezo 
这 证 明 李 (#0)} 不 驳 询 于 f(zo), 亦 即 xo 人 DP，(*) 式 得 证 , 
现在 我 们 来 证 明 Egorcff 定理 从 假设 ,使 让 2)， 天 (25), 
C2),… 中 至 少 有 一 个 在 读 点 的 值 为 无 穷 的 点 构成 一 测度 为 零 
的 点 集 。 我 们 可 以 先 将 它 从 召 中 去 掉 , 然后 在 余下 的 集合 上 讨论 ; 
* Jl3= 


所 以 我 们 不 妨 假 设 f(z) 和 各 f(z) 都 是 在 上 外 处 有 限 的 ， 我 位 
要 证 明 的 是 对 事先 任意 给 定 的 5>>0， 都 可 以 从 互 中 去 掉 一 个 测度 
小 于 5 的 集合 e, 使 在 B-- es 上 ，{f,《x 站 一 至 收 俘 于 J(z), 这 出 就 
是 说 要 使 之 对 任 疙 。 守 0, 都 能 有 六合 4 二 计时 ,|fC7) 一 f(z)| 之 s 
对 一 切 xE8 一 e 都 成 立 ， 显 然 , 如果 {esj 是 一 由 下 降 于 零 的 正 数 ， 
出 上 述 受 求 只 要 能 对 每 一 ax 都 满足 就 可 以 了 ， 

既然 要 的 是 在 如 一 e 上 |],(2) 一 (7z)| 之 sa(n 尘 Np), 集合 


os = {] BCz; [f(z)— f(r) er 
中 的 点 自然 应 当 去 挤 , 此 处 W* 是 一 个 正 整数 . 
如 果 对 于 每 一 个 4 我 们 都 用 es 来 表示 上 述 的 集合 ,e= [| ev 
出 一 1 


出 在 如 一 e 上 f(z) 必定 一 至 地 收 合 于 zt)， 央 为 于 任意 。>0， 
总 有 8: 二 Ee， 于 是 当 #% 庆 和 Ni 时 ,部 果 xEB 一 e, 则 xEey， 所 以 
(fx)—f(2) | ese. 

因此 ,如 果 我 们 用 上 述 的 方法 去 控 e， 则 显然 {f,(z 闪 在 Be 
上 一 致 履 合 于 f(z)， 问题 在 于 如 何 保证 me<6; 注意 到 在 上 述 过 
程 中 , 我 们 对 交 * 并 没有 作 任 何 限制 ， 因 此 我 们 自然 可 以 取 Wx 充 
分 地 大 , 以 使 me 充分 地 小 . 

因为 f(z) 不 趋 于 Cz) 的 点 所 作成 的 集合 龙 

D=[) f) U BEz; f(s) fH(7) er, 


E=1 N=1 ms 人 


而 f(x) 到 z), 所 以,mD 一 0, 从 而 
m (NU) Brs; [fC5)—f(z) eel=0, 
二 | 各 守 针 
出 第 三 章 ,§2, 定理 5 便 得 


114， 


limm [本 si |fa(2)—f(¢)|>es]=0. 
Wr n= 


可 见 只 要 wx 取得 充分 地 大 ， 我 们 便 确实 可 以 使 wes 充分 地 
小 ， 比如 小 于 考 , 对 于 每 一 个 如 我 们 都 这 样 去 定 入 :， 则 于 


me U 3 mes < DH. 


Ne1 
至 此 定理 得 证 . 

注意 对 而 会 再 一 e 有 mB, 二 m8 一 me 汪 m 昕 一 6, 故 定 理 也 可 
投 述 为 ; 有 CB 俩 mB, 守 m8 一 8， 而 {f(z)} 在 如 上 一 致 收 误 
于 f(z). 

上 还 定理 首先 为 能 国 的 数学 罕 Egoroff 所 发现 ， 发 表 于 巴黎 
科学 院 报 告 上 中 ，、 它 说 明 儿 乎 外 处 收 伍 与 一 求 收 黎 的 关系 ， 同 时 
这 个 定理 也 常常 成 为 处 理 极限 问题 的 有 力 工具 , 因为 通过 Egoroff 
定理 ， 可 以 对 不 一 致 收敛 的 函数 列 部 分 地 “以 复 "一 玖 收效 性 ， 而 
一 致 收敛 性 却 是 我 们 久 已 熟 习 的 .下 一 节 在 讲 可 测 库 数 的 构造 
财 , 就 要 利用 Egoroff 定 更 来 沽 虑 有 关 过 续 性 的 问题 ( 见 下 节 Lusin ， 
. 定理 的 证 明 ), 


习 题 
1， 举 网 说 明 Egoroff 定理 中 的 杂 件 泊 吾 之 十 0 一 般 说 来 是 不 能 取 
消 的 . 
2 授 宙 六 之 十 ce; 了 (5) sR 一 1,2,3，… 都 是 斑 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 珊 


DH Comples Rendus Academie des Sciences, Paris,152¢1911), 


"T1153-.- 


函数 ， 并 且 limf,(r) =0 a €, 证 明 必 有 召 的 可 测 子 集 序列 { 玉 ,}， 片 C 
Brrr =1 ,2 sy 
lmmE, =mB, 


而 在 征 _ 五。 上 ，{ 疡 (四 } 都 一 狐 收 侣 于 堆 ， 
3， 设 1 加 < 忆 汪 名, 六 人) 是 吾 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 氛 数 ，m 一 152,3v 
- limf,(2) 一 0 a.e、 于 再 ,延明 忆 有 有 { 人 人 的 上 序列 1 人， 使 


人 1 记 ( 四 在 吾 上 几乎 处 处 绝对 收 禾 ，。 进而 证 明 有 非 负 实 数 序列 fiajS.:， 使 


3 二 1 


而 "|,f(z) | 近 十 00 ae 于 吾 、{ 提 示 ; 注 闪 第 三 章 革 2 亚 
n= T=1 - 
题 的 第 9 题 及 集合 序列 上 航 限 的 定义 ) 

4 取消 上 是 由 om 如 < 十 oo 的 限制 . 


83 可 测 函 数 的 结构 Lusin 定 理 


前 面 已 经 说 过 , 我 们 今后 所 要 研究 的 落 数 中 可 测 函 数 , 也 就 是 
能 表 成 一 甲 简单 函数 的 极限 的 国 数 , 或 者 说 对 于 任意 常数 点 集 
，B[z; f(z)>a] 都 可 测 的 函数 ， 连 续 函 数 . 单调 函数 都 是 可 测 函 数 
{ 见 $ 1 习题 的 第 6 题 和 第 7 题 )，Dirichlet 车 数 ，Riemann 函数 
(二 者 都 不 连续 ! ) 也 都 是 可 测 函 数 ， 其 实 我 们 一 般 常见 的 男 数 也 ， 
都 是 可 测 函 数 , 所 以 可 测 函 数 类 比 连 续 函 数 类 更 为 广泛 ， 不 过 , 另 
一 方面 ，Lusin 证 明了 可 测 函 数 与 连续 函数 之 问 还 是 有 很 密切 的 
关系 的 ， 

由 于 惕 在 我 们 考虑 的 是 一 般 的 点 集 上 的 函数 ， 所 以 我 们 得 先 
把 连续 函数 的 定义 加 以 扩充 . 

定义 1 设 且 居 一 点 集 , f(z) 是 定义 在 刀 上 的 函数 ,roEB。 好 
果 对 于 任意 e>>0, 知 存 在 80 使 zE 下 站 Ntzo:5) 时 ， 

[fCz) — fr0) <ie, 


-16， 


则 称 f(x) 在 zo 点 相对 于 吾 连 续 ， 此 处 (zu 3) 表示 以 zo 为 心 ， 
以 6 为 半径 的 邻 域 . 

显然 ， 如果 zo 是 至 的 孤立 虑 ， 即 有 6>0， 使 wzo 坟 中 除了 
zo 以 外 再 没有 其 他 属于 加 的 点 ， 则 兴 z) 一 定 在 sz 点 相对 于 娃 
连续 . 

定义 2 如果 对 于 每 一 zeB, f(z) 都 在 7 点 相对 于 恕 连续 , 我 
们 就 说 f(z) 是 书 上 的 连续 函数 ;或 者 说 把 用 z) 因 作 忆 上 的 函数 时 
是 处 处 连续 的 . 

定理 上 《Lusin 定理 ) 设 四 是 一 测度 有 有限 的 可 测 集 C，Fz) 
是 百 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 卫 数 ， 则 于 任意 e>0， 恒 有 闭 集 
和 过 吾 , 使 

(1) m(B—F)<e, 

(2) f(z) 是 所 上 的 连续 六 数 . 

证 明 因为 可 测 函 数 都 是 简单 函数 的 极限 ， 因 此 我 们 党 考虑 
简单 函数 . 

设 1z) 是 简单 函数 ，f(2)=cs。 当 wEB(i=1, 2, … 碟 是 


= UU #2， 此 处 B, 是 一 些 互 不 相交 的 可 测 集合 ， 氢 第 三 奉 呈 习 
狠 的 第 2 题 ， 对 每 一 个 i 有 闭 集 RiCB 使 囊 (Bi 一 下 D<< 二 .全 
一 UU Ps 则 是 亲 集 ,PCE 
mB—F) =m (< 
面 Kz) 是 妨 上 的 连续 卫 数 事实 上， 设 xucE， 则 有 in<cm 使 


全 王 且 所 二 名 的 限制 是 本 屠 芭 狂 的 ， 
9 了。 


sr esp pore -eva 一 Au 


xzoEF 注意 是 一 些 互 不 相交 的 闭 梨 , 所 以 有 2>0, 使， 

plzo 在) 有 《iT 产 1)， 
页 让 (rn 号 门下 一 议和 天 加 从 而 天 站 三 (Cro 2)=F NN NGFo0 GE)y 
可 是 所 x) 在 了 ,上 是 一 常数 ci 故 有 所 欲 证 者 . 
” 如 时 开 z) 是 -- 般 的 可 测 函 数 ， 不 妨 设 x) 宇 0 于 是 有 一 申 
非 负 的 简单 六 数 gz)->f(2)， 据 Egoroff 定理 ， 有 再 ,CCB， 使 


mm( 力 一 忆 ,) 之 名 ,而 在 上 ps(z)-- 致 收 敏 于 尖 z)， 
根据 前 段 征明 , 对 每 一 个 ps(z) 都 有 闭 集 PCB 使 
M(B — Fn) < 


Ont17 


并 且 ,2) 是 丈 。 上 的 连续 隙 数 ， 令 = 门 7,, 则 下 是 闭 集 ,并 生 


FCE,CTE, 


m(B,—F) 一 和 [| (可 一 Fa) < 
和 一 1 


于 是 
mR— Fm BE- E) -mE,— F<e,. 


在 上 , 每 一 个 pC7) 部 连续, 所 以 Kz) 也 连续 (因为 在 到 上 ,PKzy》 
一 到 收敛 下 用?))， 定 建 证 完 . 

于 述 证 明 方 医 值得 特别 注意 ， 先 考虑 简单 函数 然后 再 往 一 般 . 
的 可 测 冰 数 过 渡 ， 这 是 在 许多 场合 都 行 之 有 效 的 办 法 ， 另 外 在 . 
这 个 证 明 中 , Egoroff 定理 的 运用 也 是 可 注意 的 . 

定理 ? 车 召 是 一 维 空 间 民 ' 上 的 有 界 可 测 集 售 D, ECC (a, 5)， 
f(z》 直 事 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 基数 ， 则 于 任意 :>0， 有 闭 集 

GT， 有 将 的 条 件 不 是 必须 的 ， 
了 了 各 


FCE, 及 在 整个 直线 上 连续 的 函数 %z) 使 

Q) 当 2EF 时 ,f(z)=9(7), 

{2) mB— F<e, 
如 果 |f(z)1 所 了 H(zE 权 , 则 还 可 要 求 |9Cz)| 筷 下 . 

证 明 ”由 定理 1, 有 闭 集 FC 可 使 mC8 一 一 e, 而 入 7z) 是 天 
上 的 连续 函数 , 因此 问题 在 于 扩张 玉 上 的 所 x)， 使 其 在 整个 空间 
上 连续 . 

五 是 有 界 闭 集 ， 因 此 是 队 一 闭 区 间 [e, 4]CC (a,5) 中 去 挤 有 限 . 
个 或 可 数 多 个 互 不 相交 的 开 区 间 而 成 ， 谈 这 些 开 区 间 是 (ot,d)， 
现在 我 们 定义 一 个 函数 9(z), 使 
1 当 s 夺 09 台 7 二 0 时， 
fcz) ” 当 zGz 本， 
此 外 , 妆 3E(eo 6 时 , 令 8(z) 的 图 形 是 联 (cb C00), (4 FE 
的 直 级 ， 当 ze(q，o) 及 (6, 国 时， 分 别 是 联 (t，0)，{c, 了 (0)) 及 . 
(5,0), (Qf(4)) 的 直线 ,于 是 g(x) 是 整个 直线 |: 的 连续 函数 , 且 满 
是 定理 的 各 项 要 求 ， 

定理 2 中 要 求情 是 属于 一 维 空间 的 点 集 ， 久 然 这 个 限制 并 不 
是 必要 的 ， 只 要 我 们 知道 如 何 把 一 个 4 维 空间 中 的 有 界 闭 集 石上 . 
摇 连 续 函 数 扩 张 到 整个 空间 上 去 ， 定 理 2 也 立 印 可 以 推广 到 =” 维 . 
空间 . 关于 这 种 推广 有 罩 半 集 瑟 上 的 连续 区 数 齐 效 个 空间 上 去 的 
方法 , 人 家 可 以 阅读 参考 书 @. 

如 果 注 意 到 , 对 于 任意 闲 集 R， 首 可 以 作 一 完备 集 PCF， ,使 
9P 二 we 下, 则 最 然 定 理 1 及 2 中 之 闲 集 尚 可 要 求证 完备 集 , 

Lusin 定理 揭 荔 了 可 测 函 数 与 连续 函数 的 关系 ， 使 我 们 对 可 


TF) = 


DL. M. Graves, The Theory of Functions of Real Variables, 1946,. 
Chicaeo, 第 116--118 页 ,或 同 民 强 , * 袜 变 孙 数 3 ,北京 大 学 出 版 社 ，1985 年 ; 第 50 一 - 
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测 函 数 的 结构 能 有 进一步 的 了 解 ， 另 外 Lusin 定理 在 应 用 上 也 很 
重 竖 ， 通 过 它 ， 我 们 常常 能 把 有 关 一 般 的 可 测 函 数 的 问题 化 成 有 
甘 连 续 图 数 的 问题 , 从 而 得 到 简化 ， 


习 题 
1， 潜 在 是 有 界 可 测 集 ,开罗 从 吾 上 儿 乎 处 外 有限 ， 朵 {9 可 测 的 充 要 
-条 件 是 有 一 申 在 整个 空间 上 连续 的 国 数 中 oz)， 使 
Emo = 了 twa.6. 卫 并. 
斌 就 空间 级 数 为 一 时 证 明之 ， 
2， 证 明 有 轩 闭 集 于 移 任 馈 广 综 阅 数 癌 是 有 界 的 . 


8$4 依 测 度 收 伍 


存 林 关中 我 们 要 针对 可 调 函 数 序列 引进 一 入 记 广 泛 应 用 的 新 
费 收 化 概念 ， 我 们 先 证 明 下 述 定理 : 

定理 1(Lebesgue 定理 ) 设 

(1) 召 龙 测度 有 限 的 可 测 集 合 ; 

C2) 六 (z)， 户 (7 po f(z)，… 都 是 吾 上 人 风 几 平 处 处 取 有 限 
性 的 可 测 函 数 ; 

(3) fCz) 在 如 上 几乎 处 处 有 限 ,县 

Fz)= limfn(7) ae 于 可 

出 对 于 任意 c>>0, 都 有 


limm ELz; |f(2)— jx)| 0 0. 


让 大 ”由 Egoroff 害 理 ,对 于 任意 e 半 0, 都 问 避 的 可 测 子 集 e， 
- 司 me 二 ,而 在 一 e 上 ,fn(3) 一 致 收 合十 J(z)， 如 果 5>0 已 给 
定 , 则 可 取 育 ,使 Rn 宇 N 时 ,对 一 切 xEB 一 2 挫 有 
[HZ)— f(x) < 
润 此 #2 宇 冯 时 , BE[2; | C2) 一 J(2)| 祷 je， 从 而 
= I20) *" 


内 Be fC2) ~ fs(2) | 0 me<e, 
这 焉 是 我 们 所 需 发 证明 的 结论 
例 设 一 [0,1)， 定 义 


fz)=1, 
1 
jet(z) = -| Ll 2 -| “< z) 
0， xc| 去 ,了 1, ze| 于 :) 


一 般 来 讲 ,将 [0, 蕊 分 为 下 等 分 ， 我 们 就 定 艾 第 六 组 的 下 个 函数 为 s 
Ti—l 

1, sc| 下 ,天 
FA) 

o, ze| k 天) 

也 就 是 说 定妆 了 人 xz) 为 那样 的 函数 ,， 它 在 从 堪 过 数 起 的 第 个 小 - 


区 间 . 上 恒 竺 于 1, 而 在 其 他 地 方 则 恒 等 于 0. 
全 


(t=1,2,+",£), 


PT) = pF) = TE), Pax) = fC), 
PAL) AD), pT) = fF), pat)—=f (2), 


则 {px(5 站 是 在 C0,1) 土 有 定义 的 处 处 取 有 限 值 拘 可 宙 立 数 . 令 
gtz) 三 0, 则 于 任意 o>0, 如 果 o>1, 网 B[x; pntx) 一 P27) 六 上 
一 小 自然 有 
lim mB[z; [Pat 2) PE) | oj=0, 
芳 9 所 1， 则 在 pat) 是 第 组 中 之 第 i 个 立 数 时 , 8B[x3 [pz)—- 


8(z) 1 之 四 一 | 大) 所 以 


和 本 2 pw(z) 一 9(z)1 3 一 关 ， 


+ 2 


rn re - - ---. 


当 RO 时， 当然 ko0, 上 
lim mE 3 [P(r)— pr) oj=0, 


:这 说 明 对 于 这 串 函 数 ms 和 更 来 说 ,定理 工 中 的 结论 是 成 立 的 .但 
是 对 于 任意 res-0,， 蕊 ，19Az 计 中 都 有 无 穷 多 个 落 数 在 该 点 等 于 
零 , 也 邦 付 无 穷 多 个 阔 数 在 读 点 等 于 1， 所 以 {p(x0o)} 不 可 能 有 极 
- 限 ， 国 此 二 a(x¥ 让 在 50, 了) 上 处 处 不 收 伍 于 p(2). 

上 上述 例 子 表 明定 理 1 中 所 说 的 结论 是 比 几 平 处 处 收 伍 要 弱 的 
-性质 ， 因 此 我 们 给 出 下 述 定 立 : 

定义 1 设 五 中 可 测 集 ， 站 3 了 (7Y), fo(2),… 都 是 在 如 上 几 
乎 处 处 取 有 限 值 的 可 训 国 数 , 如 果 对 于 任意 9 二 0, 都 有 

lim mE x; |fa7)—f(r) 0 1=0, 


则 我 们 就 详 了 CZ) 在 吾 上 依 测度 收 雍 于 x)， 记 为 fn(2) 过 了 3) 
本 直上 可 Lebesgue 定理 就 是 说 当 mm 了 < 十 co 时， 从 其 2 一 
Timfs(x) a,e, 于 ， 可 推出 fz) 二 A(z) 于 而 上 述 例子 则 表 


明 从 f(z)=>z) 于 民 不 能 椎 出 在 召 上 f(z) 几乎 处 处 收敛 于 
-f(z)， 但 是 下 述 事实 常常 是 有 用 的 ， 

定理 2(F, Riesz 定 理 ) 如 果 f,(z)=>f(z) 于 EB, 则 必 有 {f(z)} 
的 了 序列 他 wz 站 ,使 1(z) 一 lim fi,(7》a.e. 于 局. 


证 明 先 考 虑 m8 十 oo 的 情形 ， 我们 的 任务 基 要 选 一 串 在 
十 上 几乎 处 外 政 钙 十 入 x) 的 子 序列 .由 $2 的 9| 理 ， 就 是 要 选 一 
- 肆 正 将 数 
LT 


E33 


1 U Bls 76) -f(z)1> 计 |=0 


ee 


~- J224 


这 也 就 是 说 要 对 任意 的 都 
m[| U 下 = Ia) 一 六 Ke)1> 坪 |-0 
FHF=1 iuN 


= 下 


注意 mB<+em,U Bl; fc) 一 fz)1 汪 下 | 可 测 有 


可 = TCD 一 fo 天 | 


:Ct 


> Ble fcr)-f.(z) > 计 | 
上 还 条 件 就 是 要 将 #; 选 得 充分 大 , 使 得 对 人 尾 咨 的 都 有 
oT Usls (oo 让 =0. 
注意 
™ U Bl; f(x) fa)T> 开 ] 


< Sm Bs; (fCr)y— fr Cr) > 元 | 


上 式 右边 是 一 数值 级 数 的 余 项 ， 所 以 如 果 我 们 能 将 fj 选 得 使 对 
于 任 塌 的 本 级 数 
Sy ma ws Fa) 一 人 z)[> 二 | 
都 收敛 , 则 问题 印 已 解决 ， 根 据 正 项 级 数 收 敏 判 别 的 比较 原理 , 只 
要 将 fn) 选 得 使 对 任意 都 在 i 充分 大 时 有 
ml zs f(z) 一 f(z)1> 主 |< 去 G0) 


就 可 以 了 .根据 fC2)=>f(?) 于 吾 的 假设 , 对 于 固定 的 这 样 的 - 
8; 当然 站 可 以 选 出 来 的 ， 为 了 要 照顾 到 使 上 述 志 实 能 对 任意 立 者 
= 了 2 了 3 


i i 


蔗 立 ,对 于 每 一 i, 我 们 选 um 如 此 地 大 ,使 
mw If(z) 一 21> 于 | 志 ， 
当然 ,我 们 还 可 以 要 求 
RN 
于 是 {f(z 站 便 一 定 在 五 上 几乎 处 处 收 全 于 f(z)、 事实 上 ， 对 于 
任意 名 只 要 i> 有 便 有 二 < 各 :于 是 


; 上 Sf 
J」 2 


浙 以 (*? 式 确实 是 成 立 的 ,于 是 


> ls Hf 4 | 


:确实 点 是 收 伍 的 . 
成 在 准 虚 w=j 吕 共和 祖 形 . 令 
Ta= {= {21 TT) Sm i 1 . . 

一 吾 站 Tm 则 Es 是 测度 有 限 的 可 测 集 合 ， 而 且 C7) 二 了 f(z) 于 
五 (m= 一 1,2,3,，…)。 王 是 由 前 段 证 明 有 {F(z)} 的 子 序列 

FIXE), TEE FCT), 
-使 1( 75) 二 limf3(7) .6 于， 显然 此 时 仍 有 了 (x7)=>J(z) 于 
-Ba (mm 二 2，3，:…)， 于 是 根据 同样 的 道理 又 有 {9(z 站 的 子 序列 
-fC5)}, 使 Kz)=1im7e(z) ae 于 ， 依 比 类推 ,由 归纳 法 便 
可 作出 : 

开交 

FECT), FEF) FFT) 


EA), ECE), 1 FPF), 
使 后 一 序列 都 是 前 一 序列 的 子 序列 , 日 
Hz)= limf H(z) A. 6. 于 E,. 
设 二 是 上 进 ' 尖 和 和 有 委 中 鸣 对 多 线 序列 ,8 即 
fn Ct) fHAz), t=1,2,3, 
则 {f(z 站 当 热 还 是 他 .Cz 站 的 子 序列 ， 易 见 这 时 必 有 f(z)= 
lim f(x) ae, 于 忆 证 完 . 
关 丁 依 测 度 收 敲 我 们 还 可 以 证 明 : 
定理 3 设 f(z)=>fz) 于 召 ， f(z)=>g(z) 于 8， 出 f(r) = 
Hz) ae. 于 吾 


证 明 ”因为 
CO 一 的 2)1 委 1 一 Aiz)1 上 Jez) 一 rz) 
融 由 反 证 法 可 知 对 于 任意 正 整 数 7， 


2 if 一 Ka 二 | als Hz 一 fxCz)1> 二 | 
Us| HGz) 一 xz)1> 直 | 
从 而 
mb; Hr) 9) > mas; He) f(s) I> 
下 1 
十 可 一生 17e(z) 一 9 > 翅 | 
令 £00, 即 得 mE z3 |f (2) 9 12> |= 0. 但 
ELz; f (2) AG}= U Bla; |f{2)- gtr) [=| 


人 地 


闭 mB[x A902) 一 0, 即 了 (x) 一 gz) ae, 于 在. 


习 题 
RAC 
十 罗 (于 吾 。 
2 设 i 记 C2) | 守 玉 a 下， 守 ]， 生 (2 二 1 (2) 于 吾 ， 证 明 |f(x}1 
-EE 8.e. 于 五 . 
3， 举 例 说 明 ma 下 = 十 oo 时 ,定理 ] 不成立。 


-= 了 2 站。 


第 五 章 积分 理论 


现在 我 们 已 经 可 以 着 手 建立 我 们 所 要 的 新 的 积分 理论 ， 即 
Lebesgue 积分 理论 了 ， 建 立 这 种 理论 , 有 许多 种 不 同 的 方法 ， 最 
羡 都 得 到 相似 的 结果 ， 我 们 之 所 以 采用 下 而 将 要 采用 的 办 法 ， 是 
为 了 有 有 利于 和 在 数学 分 析 中 学 过 的 Riemann 积分 相对 照 ,同时 也 
是 考虑 到 这 种 方法 能 同样 庶 用 到 揭 一 般 的 抽象 积分 上 去 . 


$1 非 负 函 数 的 积分 
我 们 分 三 段 来 讨论 : 
1” 设 四 是 R* 中 的 一 可 测 集 , 如 果 只.，… 吾 是 吾 的 互 不 


相交 的 可 测 子 集 ， 忆 一 |},, 则 我 们 就 说 , 已， 本 ，…Bo 构成 的 


一 个 (可 测 ) 分 划 , 或 者 说 等 式 召 = | | 吾 表 未 已 的 一 个 分 划 . 
了 一 
设 Di: 8 一 [Bp, Ds B= [Bep 是 互 的 两 个 耸 划 ; 则 


吾 一 U U (RS NN EY). 
二 一 1 f=1 


对 然 也 是 召 的 一 个 分 划 , 我 们 称 它 是 分 划 疡 和 D, 的 会 并 。 


对 于 加 的 两 个 分 划 忆 和 D*， 如 果 BD* 是 瑟 和 吾 的 另 一 分 划 的 
全 并, 则 我 们 就 说 分 划 D* 比分 划 卫 更 细密 . 


现在 我 们 设 必 不 仅 是 可 测 的 ， 而 且 它 的 测度 还 是 有 限 的 ， 妈 
再 之 十 0, 又 设 f(z) 是 如 上 的 非 负 有 界 钞 数 ,0 所 f(z 有 过 十 9; 


和 半生 下 二 


对 于 驾 的 分 划 D: 吾 = 8,, 令 
41=1 


Bs= inf f(x), B=sup f(), 于 全 2 人- 
作 和 
8 一 TbmE,, Bo 1BimE,. 
分 别称 之 为 f(*) 关 于 分 划 卫 的 小 和 数 与 大 和 数 ， 吕 然 
OsoESpENMmE. 
另外 , 如 果 我 们 作 五 上 的 简单 函数 
Boo) = HF Bipe (Go， 


i=1 


pl) 一 >) biprs (ry, 


则 在 吾 上 多 (2) 所 f(x) 所 争 (2) ,所 以 
OB; YOCB; CGB; FD). 
而 且 
sp —mG(B; Yo), Sp—ma(B;yD). 
引 理 1 如 果 互 的 分 划 D* 比 万 更 细密 ,出 
spssp* Sr NH. 


证 明 设 D~ 韦 E， D+ 是 和 分 划 D**:5 |] BB,** 合并 
t=1 #4=1 ， 


而 来 , 即 D* 是 
=U UUCenge- U Bu 
= = 二 FF=1 
此 处 Bu 表示 Bi 站 Bi**. 


= 128 。 


注意 五: 过 三 ;， 所 以 
di A inf fr) EB A inf f(x) BisAsup f(x) Bsup fr, 
Ea ER EBL EP: 


《和 二 了 2, 7 i=1,2,..,7). 
-于 是 


1 
着 p 二 2 bismB ry = (Tsumas) 


i, #4=1 #=1 


mt 


i m 
> Db Smpis)= SBmb, = so. 
j= El - 


f=] 


ri, bu 1 
Bo* 二 Bumbu= SN DIB.mg ,) 
i i=1 “1=1 


i 13—1 


mt 下 m 
SB( Tn,) = BmE, = Hp. 
i:=1 了 一 1 i=1 


四 S* 人 EO, 站 已 知 的 , 所 以 
SnDsS8npyrs 向 ns 六 
推论 对 于 五 的 生意 两 个 分 划 玉 和 忆 ， 撮 有 
8p, Ep, spd,: 
证 明 合并 Di 和 Ds 感 为 一 -新 的 分 划 D, 则 
Sp Ep ESE, i=1,2) 1,2. 
定义 1 对 于 测 度 有 限 的 可 测 集 召 及 吾 上 的 有 界 非 仙 冰 数 
J 了 (2) ,定义 AX) 生 如 上 的 上 积 妇 为 
| .Fas =inf {8 }. 
下 积分 为 
| fC)ar=sup{ss). 


和 狂 处 inf 和 sup 是 就 吾 的 一 切 可 能 的 分 划 上 地 的 ， 
2 人 


™ 7 Tr pe ne 


由 定义 及 前 面 的 推论 , 即 知 
| fdz<| Fwdr. 


及 如 果 六 人 在 吾 土 恒 竺 于 一 常数 c, 则 | Fa 一 | far= 
emE. | 

定理 1 设 m8< 二 oo0，f(z),，9(4+) 都 是 如 上 的 非 负 有 界 刻 
孝 , 则 

《1) 当 f(7) Ey) 【2E 吾 ) 时 ， 


| Foazs| rear | fa g(a 


C2) 如果 吾 ,Es 都 是 吾 的 可 测 子 和 集 , BN 站 6 二 必 ， 昕 二 斩 ， 
UE,, | 


f(r)az=| fr)az+| fr) dz, 
sl Ca 


| 
| roa= Hz)az+『 fn)dz, 
(3) | [f(z) fF 92) dz | fz)drt | ga)du, 


| cf +96s) 2<{ fa)az+[ g(2) dx. 


证 明 (1) 是 显然 的 . 现在 证 明 (2). 对 于 下 上 的 任 一 分 划 D， 
入 上 的 任意 分 划 Ds, 我们 都 可 以 把 它们 “拼接 "成 为 瑟 上 的 一 个 
分 划 DP， 这 时 | 


| fs)drs Sp Sp, + Sp 
五 
所 以 


| rpezs<|， jz)dz 上 | fdr. 
另 一 方面 ,对 于 召 的 任意 分 划 
+ 证 也 他- 


D*:B= UE:. 
t=1 


易 风 REINE, EN EE, EANE,, EINE,, ENE:,", EnN Er 
构成 召 上 的 一 个 比 D* 殉 细密 的 分 划 


De:p-( UB na )U (Ue: na) 


注意 如 = 册 ( 评 站 到 ?和 画 = 品 (于 站 可) 分 别 是 画 和 户 的 分 
41=1 生生 下 


划 , 我 们 记 之 为 PY 和 D3, 则 由 引 理 1， 


So Barr =Sot tSos> | fdrt| fr az, 
El Es 


因此 又 有 


| raz>| fdrt| fd. 
于 是 


| Fr) dx = | fadz+t | fz) a. 

关于 下 积分 的 等 式 的 证 明 是 类 似 的 . 留 作 习题 . 

最 后 证 明 (3)， 设 e>0， 由 定义 应 有 至 的 两 个 分 划 疡 和 
DD 使 

So (P< | fs)dz 十 三，So (9)< | 9 det 
此 处 So (月 ，Sos (9) 分 别 是 了 关于 也 和 9 关于 防 的 大 和 数 . 
合并 Di:，D: 而 成 了 的 一 个 更 细密 的 分 划 D， 则 当 Splf +9) 是 
f(z) -+g(z) 关 干 号 的 大 和 数 时 ， 


| ce to) dr So(f +9) So(f) + So(9) 


So (Ff) Tr Spo, (9). 
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<| ,fart) sz)sz+e 
出 于 守 0 在意 ,这 说 有 晤 
人 Er geld) Je)dz+| .9(z)az 
甘于 下 积分 的 不 等 式 可 类 亿 地 证 明 . 


定理 2 邵 果 百 是 R* 中 测 庆 有限 前 可 测 集 ，7z) 是 如 上 的 
非 负 有 界 戎 数 , 则 


| roez =| .Fe) 如 


的 充 要 条 件 是 f(x) 为 吾 上 的 可 测 阔 数 . 
证 明 充分 性 设 0<f(z) 二 (xE 妈 ， 对 任意 e>0, 取 正 


整数 天 化 守 < 玉 5; 由 于 f(z) 可 袖 , 所 以 车 令 


B= 
下 
出 如 = t 8 是 吾 的 一 个 分 划 肠 显然 
Ff 


* 
0 I, — Sp >) [i — Bm 
t=1 


天 
_ 
sr , : 
i 2 。 天 mE, mE<e 


加 此 


| Fe)az 一 | f(r adres. 
则 于 >0 任意 ,所 以 
| Fear=| fa. 


» 132， 


必要 性 ”既然 
suplss} =| Faz=| fo)dz=inf so， 
对 任意 正 整数 ,都 应 有 已 的 分 划 D', DB" 使 
Bp sp", < 过， 
根据 引 理 1, 我 们 对 合并 Dr Dr 而 得 的 D, 也 有 
Bp 30 


由 于 必 要 调 我 们 还 可 以 合并 六 ,Ds 而 作为 新 的 Do 我 们 还 可 
急 定 上 述 这 一 串 分 划 是 -一个 比 一 个 更 细密 的 ， 设 


D,: B= D BY R12 


i 三 1 


考虑 与 之 相应 的 简单 国 数列 


盈 。 (ZJ She tn)s Cz), 
#1 


和 
多 (zy 一 ap pee) (x), 
其 中 
be =inf HD), Be 一 sup， Fr) = 1, 2 


ss EE 


宕 们 都 是 号 上 的 可 测 函 数 序列 ,并 且 在 上 有 
OEE OE EE Es) 


Spr p(s) 2), 
因而 在 了 上 limyn(*), lim¥a(z) 存 在 , 令 
" 153 = 


Tn - 
Me em ie iphone» Ar， a pa city 


fz) = limys (zs), (2) =limy, (2), 


出 地 (z), 了 (z) 都 是 吾 上 的 非 仙 可 测 函 数 , 并 且 
fOr) EF EP) (EB). 
我 们 说 这 里 的 f(z) 和 了 (2) 其 实 是 在 也 上 几乎 处 处 相等 的 . 因 若 不 
热 , 则 有 :>>0, 使 
mE(e)=mBr; 2) —f(2)22]=6>0, i 
于 是 在 (ee) 上 更 应 有 (x) 一 和 (zx) 汪 4 
从 而 


Sp. —s,.= > (BEI— BP) mE 2 
f=) 


Be mn I NE 


i=1 


= > [区 (rz) 一 加 (ze) Tm BEE)N BPE) 
tie=l 

> Tm (BCe) NN BP) = ed 0 
Fl 


与 8 一 so< 工 ->0(z-> 十 co) 相 冲突 . 可 见 Fz) 和 fz) 在 B 上 几 


平 处 处 相等 ,当然 , A(z) 也 就 和 了 (2) 几 乎 处 处 相等 ,因而 f(%) 在 玉 
上 可 测 ， 证 完 . 

定理 2 告诉 我 们 ， 当 xm 王 必 十 co 肘 ， 在 胃 上 的 非 负 有 界 函 数 
了 (2 在 百 上 的 上 .下 积分 相等 是 和 f(x) 在 百 上 可 济 相 等 价 的 ， 这 
娃 我 们 可 把 它 的 上 ,下 积分 的 共同 值 称 为 f(z) 在 加 上 的 积分 记 为 


| ,fax. 
从 定 埋 1 立即 可 知 ， 如 果 f(z)，9(x) 都 是 吾 上 的 非 负 有 界 可 


强 函 数 , 则 
“134。 


| [FeG)]az=| fedz+| 9(z)dz- 


2° 以 上 我 们 考虑 的 是 m 忆 <-Foo， f(z) 在 上 非 负 有 界 的 情 
形 ， 现 在 庶 六 z) 在 吾 上 只 是 非 负 ， 对 每 一 正 整 数 mm, 令 
fr) ns min{f (2), m}, | 
别 {f(z)ym 是 吾 上 的 非 负 有 界 国 数 ,如 时 这 些 {1frz)yw 都 在 召 上 有 
分 ,这 等 价 于 {7Fzhjn 在 吾 上 可 训 , 今 
六 = | iTF(Gz)jaar， m=1,2,3, »- 
便 得 到 一 个 单调 上 升 的 数列 ， 因 而 lim 7 总 基 存 在 的 ， 它 可 能 


是 有 限 的 也 可 能 等 于 + see， 我 们 定 光 这 个 要 限 为 f(z) 在 不 上 的 
-和 分 , 即 定 交 


| rmaz=limre=jim| {f(z)}adz. 


油 于 显然 有 
f(r) = lim jms 


我 们 立即 可 知 要 汪 述 积 分 | .F(z)az 存 在 必 震 有 只 需 攻 2 是 互 上 
的 非 负 可 测 晃 数 ， 又 如 果 了 (z) 在 加 上 实际 |: 还 是 有 界 的 ; 则 当 噶 
-充分 大 时 ，{ftz)jn=flz) (xEB), 因此 7 便 等 于 原先 定义 的 ， 
.了 (zx) 在 如 上 的 积分 ， 可 见 用 上 述 办 法 把 积分 定义 推广 到 一 般 的 非 
负 函 数 上 去 的 办 法 , 和 原 有 的 定义 是 相 容 的 

如 果 fz), g(x} 都 是 百 上 的 韭 负 可 测 消 数 ， 如 1, 了 是 百 的 苛 
训 于 集 , = BU Es, 如 门 B= 池 , 则 

(iD fF) 9(z) (zs 三 时， 


| FoDas| gr)ar; 


《6D | Fear=), fdr+ |, 7)ar 


nj = 


Gi) | [7e)+g(z)]zz=| f(s)ds +] yo)az 


事实 上 , (i)， (ii) 从 定理 1 的 (ifii 直 接 推 出 . 至 于 (ii), 基 
为 对 于 任意 字 都 有 

{f C2) For a {fr} nt gn {LE) rg (Foam, 
所 以 


| .rcop on} dz {fC} nat | {gnae 


<| {fC2) 92)} sandr. 
令 扣 >+co 便 得 | 
| EF) + gs) 1dz<| flr)dz+ (9G)are{ Fe) Fo(r) az 
这 说 明 (iii) 昆 成 立 的 . 

3。 最 后 我 们 来 考虑 m= 十 co 的 情形 ， 对 任何 正 整 数 m， 令 

En= EL2; ?1m {x rEE, elm);, 

则 ma 一 十 co， 刘 果 f(x) 是 吾 上 的 非 负 函数 ， 它 在 答 一 8 上 都 
用 积分 { 这 相当 于 说 f(z) 在 每 一 ,上 都 非 负 可 油 ), 则 它 在 Bs。 上 
的 积分 和 


Ja=| Fa 
构 残 一 递增 的 广义 数列 .现在 定义 六 z) 在 召 上 的 积分 为 
| fatz=limym -| f (war, 


sh me ie et pis a 4 et 


以 下 首 到 本 汕 来 我 们 总 假定 万 是 一 角 可 漳 集 -不必 器 限 测度 而 
f(x) 在 名 上 非 负 可 测 . 

定理 3 及 "中 的 可 测 集 召 上 的 非 负 可 出 国 数 (x) 的 积分 
a 36« 


Tf(2)dr =mG(B;f). 


证 明 如 果 加 < 十 co,f(z) 有 界 ，{pa(x*)} 是 定理 2 中 证 明 
.必要 性 时 所 构造 的 非 负 简 单 函 数列 , 则 

1° f(z}=lim P(r) ge 于 到 

2° pal(2) < m1 (2), m=1,2, ee 


3° mG(LE; Yn) =so,—>| f(z)dr=| firyadz. 
E E 


裔 吾 中 使 1° 不 成 并 的 点 构成 的 零 测 庶 子 集 为 Bo, 则 
GE— E; ba) EGE— Eo; 入 mr m1, 


CB Bo; f)= (GB —Eo; pn). 


m= 1 
于 是 只 要 注意 到 mG(E6 有 二 mG(Eo; 和 wm =0, 即 得 
| mGB; /=m — Eo; ff) 
=limmG( Eo Eo; bm) 


机 


Imme(e; $n) = lmso, 


一 | f(a. 
洲 m 思 之 十 co,f(z) 在 吾 十 为 一 艇 的 非 久 可 测 铺 数 时 , 国 为 
GE; {fn COCE; {f} mri)s m= 1， 2, 机 
OB I) =1limG(E; {f}m), 
啊 f 以 
mE; f=lim mG(CB; {f} my 


=lim| {fe)} dr = | fe)dz. 


环 后 ,如 果 mm 吾 = 十 cc， 则 从 已 证 明 的 结果 有 GCE; 下 ) —lim G(B,; 


-FF 


月 同样 可 得 到 所 村 的 结论 ,证 完 。 
定理 4 如 果 f(z)，g(z) 都 是 可 浏 集合 上 的 非 负 可 测 苑 
数 , 则 

(1) 当 f(e)<g(x) (zsE 司 时 ， 


| Fa)zzss| gz)az， 
(2) 当 如，B 是 吾 的 互 不 相交 的 可 测 子 集 ,= BU Bs 时 。 
| faz+| fn) ad. 
时 号: Fs 
转 别 是 [fz)0z>|， 7(Dari=1L2. 
G3) | ,CFO2) +9(DJaz=| f(r)drt | gC) dr. 
(4) 如 果 f(2) 一 g(z) a.e. 于 避 则 
| fc)ar=| gd. 
证 明 当 mB< 十 co 时 , (VD,、(2) 和 (3) 都 是 已 知 的 ,至 于 (4)。 
只 要 注意 到 当 mB 二 0 时 ， 
[fdr=|, raz=0， 


好 可 从 (2) 推出 ， 首 过 一 次 简单 的 阴极 限 的 手 线 ， 即 知 上 述 各 绪 
论 在 m= 十 co 时 仍 戌 立 . 

定理 5 (Levi 定理 ) 设 

C1) fat2), 吉 一 1,2,3,.…", 都 基 召 上 的 非 负 可 测 沙 数 ， 

(2) falw) fn 人 

(3) f(x) =lim 人 ae 于 可 


则 
| (ede tim| f, (2) dx. 
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证 明 由 定理 4 的 (iv), 可 设 在 刀 上 处 处 有 ffz) = limfn(2). 
于 是 
GE;f) =limG(B; f0) 


坦 定 理 3 即 知 本 定理 成 立 ， 

上 面 的 证 明 很 自然 ， 直 观 ， 但 要 用 到 下 方 图 形 的 可 测 性 定理 
《第 山 章 8 1 定理 1 而 这 定理 的 证 明 与 RR" 中 乘积 测 座 理 论 有 关 , 
这 和 空间 的 限制 将 影响 理论 的 推广 与 应 用 ， 流 此 我 们 现在 再 给 出 
一 个 远 为 麻烦 的 让 前. 


完 大 | f(z)dz<<+ oo 的 情形 .对 e>>0, 进 正 牲 数 局 和 名 使 
| ， tcojuaz>| far. (D 
竹 处 记 二 Ez; ?51 之 m1， 福 意 mm 之 二 cc 上 在 加 .上 上 人 (os 一 
Tm {7, rz 由 Egoroff 定理 ,有 e 忆 名, 使 me<7F 且 在 EF 一 上 上 


{fs (2 一致 收 襄 于 全 (2)}s. 设 正 整数 知 使 822 时 ,对 一 切 
.TEBE 都 有 


OS (0) {fi (0) (2) 


1 
4(1 + mEny, 
测 | 当 Np 时 ， 

| Paz>|， fe>| ede) 

|，toiraz=| __{f (x)} de | {fw} ads 
<| toDjxaz+ 呈 ， Gay 


交 此 当 za 上 时, 依次 由 (3), (4), (了 D 式 得 
“Fe. 


Ja de 
>>| {fC9))s 一 和 一生 
>| .fear 一 


这 说 明 lim| f(s)dz 之 | f(s)az 一 e， 注 意 。>0 任意 便 知 


lim| f(s)az> {| fs) dx. (5) 
易 一 方面 ,对 任意 4 者 有形 (z) 志 f(z) (zE 梧 ， 所 以 
| PoDazs | fa)dz. 
于 是 lm| Aczaz< (zy ds. 


结合 (5) 便 得 
lim| fer) ds=| fC)dz. 


至 于 | f(z)dz 一 十 co 的 情形 ， 证 明 是 类 似 的 ， 我 们 贸 绘 大 家 
作为 练习 
定理 6 (Lebesgue 基本 定理 ) 如 果 f(z), 7 一 1,2,3,…, 都 


是 媳 上 的 非 负 避 测 陶 数 , (7) = 之 jz]， 出 


{fer= Dl fc ds. 
证 明 令 
Sx) 一 f(r), 
=1 
则 加 sf2D) 是 五 上 的 非 负 可 宰 冰 数 , SS,(2) 二 和 ,1(7)， zeE, #1 ,2, 
»s 140. 


多 bs 并 且 了 x) -Him5。(z). 所 以 由 Levi 定 得 知 


1 ,fnae = lim{ SCz)dz 


证 完 . 
定理 ?(Faiou 引 理 》 车 f(x), 了 (8), 了 (2)， 
上 二 上 的 一 串 非 负 可 铀 图 数 , 则 


(Him, Ce) dartim| 六 人 e)ez 


证 明 , 令 
gn(2) = inf {far ele))} (zB), 
出 8440 是 a 上 的 非 久 可 浏 函 数 ， 
G(T) EAL) EE S 


Timf, (x) =limg,(¢}), 
Hm Ts 


ET 


gat) Ef 2) R= 1,2, 3 


机 六 (z)， … 是 


于 是 从 Levi 定理 得 
{Jimfe) d= limg.(e)as 
=lim| g(r) dslim| fe) dx, 
nly Per 


对 定理 7 中 的 函数 到 {f(z)} ms1 没有 假定 有 递增 性 , 定理 结 


沦 中 的 不 繁 号 确实 是 可 以 成 立 的 ， 在 下 节 中 我 们 将 给 出 具体 的 全 


me ee ee ied, 


二 


-了 


习 是 


1， 试 就 [9，1] 上 的 Dirichlet 函数 Do 和 Riemann 函数 R(2) 计 熏 
js D(z 和 J Rw) ds, 

2 证 明定 再 1 (ii) 中 的 第 ~- 式 ， 

3， 补 作 害 理 5 中 | (zjdz= 十 co 的 情形 的 详细 证 即 . 


4 证明: 如果 了 (z) 是 已 上 的 非 负 函 数 ,| .Fo)zz 一 0, 则 (四 一 0 ac- 
于 加 . 

5。 证 明 ; 当 wm 玉 << 十 oo 时 , 玉 上 的 非 负 可 测 函 数 f(x) 的 积分 |， 了 (x)dx 
性 十 oo 的 充 要 条 件 是 六 12rmB[z;f 有 (8) 守 24] 之 十 9, 


R=0 
6， 如 果 f(x),9(m) 都 是 如 上 的 非 负 可 测 函 数 ;并 二 对 于 任意 常数 4 都 苍 
mE [Lz Fm) =mE lrg), 
则 | Faz= | caiz. 


?7， 设 古 瑟 所 十 oo:f( 们 基 吾 上 的 有 蜡 非 负 可 蛮 国 数 。0sjJmD 二 内， 
Oy YO 


max {yt — y= OD (NY, 
Bi — Ee ye Ef yn ERD ,t= 12 k=, 
证 明 : 


区 | 
[deolim Df mB, 


于 一 上 


8， 设 m 吾 < 十 oo，f(z) 是 百 上 的 非 负 可 测 函 数 ,| fm)tz<< 十 cp， 
一 加 [2 了 (az) >] ,证明 Yim 全 es 一 0， 


9， 设 fm) 是 马上 的 非 负 可 油 函 数 ,| .f(o)iz<< 十 co 对 生意 r>0, 令 


-I42" 


Fr) | [zriirl cml ix, 


证 明 Fr)? 是 (0,co) 上 的 索 号 国 数 ， 
10， 证 明 : 如 采 非 负 可 测 函 数 f(z) 在 妃 上 的 积分 | f(z)ar< 十 o， 区 


对 于 任意 cy0<os<c| f(x)dz 都 有 如 的 可 济 于 集 本 ,使 |， 了 (sydz=0 

11， 设 m 析 < 十 oo, 可 Bs…， 如 是 加 的 加 个 可 测 子 集 ， 正 整数 hm 
征明 : 如果 吾 中 每 一 个 点 至 少 属于 个 如, 则 有 上 使 mEi>nB， 

12， 设 mB<< 十 co，f(a)>4 且 在 百 上 可 测 ,证明 对 任官 3>0， 都 有 
4>>0, 使 上 要 已 C-B,mBi28 恒 有 |，F(z)zz>> 


13。 设 知 是 之 一 60, 了 ( 扑 是 吾 上 上 的 有 界 非 负 可 测 图 孝 , 证 明 有 [0 由 是 ] 上 
的 非 负 单调 不 增 商 数 8 的， 使 对 任意 常数 @ 都 有 
mE[ry fe) 0 := m{ 0 ym gy 0a}, 
进而 证 明 


| fae | 9 
14. 坡 疡 (az ,#4 一 1,2,3,… .都 是 上 的 非 负 可 泊 函 散 ， a 
(z6Bn 一 12,3，…) 了 (n) 一 limf,(w) 并 且 有 mo 使 | f(z) dz, < 二 oo: 这 中 
] 7 (aa 一 tm|， fCw) dx. 
举例 说 明 当 | f.(z}dz 框 为 十 co 时 ,上 述 结论 不 度 立 . 
15、 fo) 是 马上 的 非 负 可 测 函 数 ,如 果 对 任意 各 ,都 有 
1 [mraz= | foydz<+oo， 


则 ftw) 几乎 处 钼 等 于 一 可 测 集合 的 示 性 函 虚 ， 
16， 证 多 :如果 fo 是 吾 上 的 可 测 孜 数 ， 则 对 于 任意 常数 a>0 都 有 


mB[z; lf > |f tm) |az, 
mB[s; fw) Sa] Ee | sxPf (wa. 


17. 证 明 ; 如 果 了 C2} 是 民 '! 上 的 韭 久 可 宰 莘 数 , 则 对 任意 实数 m 5,cytw 
143 = 


中 80>0 都 有 


| frors tase= 1 {xa}dr, 
[srs] t 


Temiirobt+£] 


2 可 积 函 数 


上 一 市 我 们 沽 虚 的 是 韭 负 函数 的 积分 ， 弄 在 我 们 来 讨论 一 般 
谣 函 数 的 积分 .加 仍 为 R"* 中 的 可 测 集 合 ，f7 (zr),f- (x) 分 别 代表 
括 数 了 {zx} 的 正 况 和 负 部 , 钊 
T(r) =max {f(r),0}, 
f(r) =max{—f(x), 0}. 
这 都 是 非 贫 的 函数 , 并且 
fr) = (2) — fe), 
(Fr) | = 了 f° (8) +f- 2). 
由 于 从 $1 的 讨论 , 已 知 要 非 负 函数 在 一 可 测 梨 合 请 上 有 积 
分 必须 上 且 只 需 它 在 思 上 可 测 , 以 下 我 们 总 假定 所 考 虐 的 函数 了 (x) 
在 召 上 是 可 炙 的 ,于 是 六 (o， 广 (zjf(z) 1 全 都 是 吾 上 的 非 负 可 
测 函 数 、 所 以 


| Poas， | fnar, [i fllds ， 
都 是 有 意义 的 ,并 且 
| .Fo Tar=| 产 (Dez+| 广 (ez [eb 
定义 1 如果 加 上 的 可 测 函 数 f(z) 的 正 施 和 负 部 的 积分 
1 六 Co ar 和 | f(z)az 中 至 少 有 一 个 是 有 限 的 ， 则 我 们 就 说 
了 (2) 在 如 上 是 有 积分 的 , 其 积分 定义 为 
| fc)ar=) fw)ar—| 广 (ez 
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而 如 果 | f(z) dz 和 | 广 (z)az 都 有 限 , 则 | f(z) dz 就 是 有 限 
的 ,这 时 我 们 便 说 f(x) 是 在 忆 上 (Lebesgue) 可 积 的 . 
从 定义 立即 可 知 ,只 要 了 (s) 在 再 上 有 积分 便 有 
| f(z) dz— 一 | fas. 


ozz|<| icorez (2) 
从 而 可 得 下 述 定理 1. 
定理 1 如 果 了 (x) 在 妃 上 可 测 , 则 
(CD f(z) 在 上 可 积 的 充 要 条 件 是 |f(w) 在 及 上 可 积 . 
(2) 如 果 m 了 < 十 oo,f(z) 在 如 上 有 界 , 则 f(z) 在 再 上 可 积 . 
定理 2 ”如果 有 界 兄 数 f(z) 在 闭 区 间 [e, 妇 上 是 Riemann 可 
积 的 , 则 (9) 在 Co,3J 上 四 是 (Lebesgue) 可 积 的, 并 且 


{faar=(R)| Faz 


比 处 ( 玉 )| f(x)az 表示 f(z) 在 [es 56] 上 的 Riemann 积分 ， 


证 明 当 了 () 在 [a,5] 上 Riemann 可 积 时 ,了 C2), 了 (2) 也 在 
[4,687 上 Riemann 可 积 昌 


CB) fo)d2= CR)| fre)as—( BR)N -Codz. 


所 以 不 妨 假 设 了 (2) 是 非 负 的 由 于 f(x) 还 是 有 界 的 ,所 以 我 们 要 
证 明 的 就 是 

| fz)dz=| f(s) ds= CR)| fn)ar. (3》 

由 有 有 界 亢 数 Riemann 可 积 移 条 件 , 对 于 任 辣 >0, 都 有 [5, 5 

的 一 个 分 划 A 6 二 20 过 之 :过 二 刀 使 1 说 的 关于 A 的 Riemann 


大 小 和 局 ER 满足 条 件 
s 了 学 下 


mn 


OD — Be, (4) 


和 
B= PIAv, sa SBAr, 
. +=1 


于 了 二 


B= sup fa),B= inf An，Ami- 本 一 


i] 守 了 TT i 


由 于 3 所 (BR)| f(z)dr<3, 所 以 


CR)| fn)dr es BR) flr)drte. (5) 
现今 =[Lzo st Ei=(ry 2 =2, "rr, %, Ea; 5] 一 


UB 便 是 [ae,5j 的 一 个 可 油分 划 D. 因为 mB 二 Ax 


吾 ; 一 su f(t) <B,, bi; 二 inf f(D, 
(四 类 村 如 的 大 ,小 和 数 oso 满 是 
3A,. 
上 生 而 由 55) 式 得 
CR) 7(z)az 一 e<so<So< (有 If(z)dz+e 
徘 而 
CB fe fds] fas 
本 [ar 6&: [| 


<(B)| fC) drte. 
竹 于 。>0 是 任意 的 ,所 以 (3) 式 成 立 , 证 完 . 
以 后 为 书写 简便 计 , 了 (2) 在 [a,b] 上 的 积分 将 记 为 [ 了 (2)dz 
上 面 的 定理 谈 的 是 一 维 空间 的 情形 ， 对 于 高 维 空间 ， 类 似 的 
定理 也 是 成 立 的 ， 不 过 在 定义 Riemann 积分 的 重 积分 时 ， 要 把 
取 域 分 成 “有 面积 "的 小 块 ; 而 “有 面积 ”一 秤 的 御 确 定义 ,在 数学 分 


“146* 


析 中 … 裔 者 不 进行 认真 的 讨论 ， 所 以 我 们 现在 电 不 去 过 论 这 种 一 
般 的 证 说 . 

例 1 设 吾 -L060,1j，fr(w2 一 22*! 自然 砷 旦 上 的 非 贷 可 测 函 
数 ,由 于 


CR)| fe)dz—(R)| ar ds 


— zn | 


所 以 

| PoDaz=| fas=1, nl. 
具 而 
lim| fr(s) d=1. 


EE] 


但 总 好 然 有 lim 了 (x) =0, XE 如 .所 以 


RR 


| lim f,(2)dz=0, 


可 见 Fatou 51 理 ($1 定理 7) 中 的 不 千 导 确实 可 以 成 立 ， 
例 2 Dirichlet 其 数 
全， 为 有 理 数 ， 


Dx)=: * 
0, 2 为 无 理 煞 ， 


在 L0, IJ 上 是 可 积 的 ,但 不 是 Riemann 可 积 的 . 
定理 3 昔 帮 四 在 如 上 可 称 , 则 mBLx; fo 二 十 co]=mB[z; 
f(z) =- 一 cc] 一 0. 
证 明 设 不 然 ， 比 如 说 各 如 [2 (x) 二 二 50] 二 62>>0， 则 必 有 
hh 使 
mB[Lz3 J]<<m, f(7) = 00]> 六 >0， 
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me . ee 
-- 一 


令 本 二 Cz; 1z| 所 mw 了 (zx) = 十 cc], 则 对 任意 正 整数 六 都 有 
| 六 ez Fads), {fF Ode 


> lmB:>4 


这 说 明 | f(z)dz= 二 co、 与 7 在 吾 上 可 积 未 所 . 同 法 可 证 
mELxr;f 2) -= 一 Co] 一 人 
定理 4 如 果 刀 是 可 测 集 , 则 
C1) 当 站 (2) 在 至 上 可 亚 ,9(z) 在 吾 上 可 积 ，1f(z) 1<g(z) 时 ， 
fC) 也 在 呈 上 可 和 1， 
C2》 当 上 (人 在 玉 上 有 积分 时 ， 对 于 任意 常 玫 ccf(z) 也 在 至 
上 有 积分 ;并 了 且 


| of (2)d2= eo| fo) @x. 


C3) 当 了 (xz) ,g(x) 都 在 再 上 可 积 时 , (2) 二 g(x) 也 在 了 上 可 
积 且 


| fn) ecoDJar=| fa)0rt+ | gee). 
C1) 当 EB,, n=1, 2 3, ny 都 是 吾 的 可 视 [ 3 5 集 ， 互 不 相交 ， 


= 了 f(z) 在 百 上 有 积分 时 ,f(z) 在 每 一 ,上 都 有 积分 且 


| fmaz= pa ffir}ar, 
特别 当 f(z) 在 吕 上 可 积 时 , f(D 在 再 的 任意 可 测 子 集 上 仍 可 积 . 
(53) 当 了 (2) ,9(2) 莉 在 如 上 有 积分 县 (2) 二 g(x) (zxEB) 了 时 
1 “ze| gC%) :站 
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(6) 当 f(z) 在 上 有 积分 且 f(#) 一 9(2) ae 于 已 时 ,gz) 
在 五 上 出 有 积分 且 
| ro -| fear. 
证 明 (6) 的 证 明 福 意 此 时 


f(x) 一 9g*(2) ace- 于 至 . 

f- (2)=9- (2 ae, 8, 
新 以 从 31 定理 4 的 (4) 即 得 . 
{5) 的 证 明 因为 这 时 


re 


f+ (80) < (2), f° (2) 9 (2), 
所 以 从 $1 定理 4 的 (1) 即 知 (6) 成立, 
人 的 证 朋 ”用 px,(z) 表 及 的 示 性 函数 , 则 岂 §1 定 理 4 (2) 


知 | f(s)6z==| f(z)p s(x)az, 玉 显然 有 
f(D) = Df (opale) (ec 可， 
所 以 由 Lebesgue 基本 定理 (8 1 定理 6)， 
[fr ar > {f(r)9 5.C2) = | f+ (zjaz 
同 理 ， | 
| f- (a2= S|, fm dr， 


既然 f( 轨 在 百 上 有 积分 ,| 六 (cz)ar 和 |- (z) dz 至少 有 一 个 有 


限 ,比如 说 | .f(z) dz 是 有 限 的 , 干 是 每 个 |，f"(x)zz 都 有 限 ， 所 
以 f(x) 在 每 个 本 都 有 积分 . 
| rpaz=| Poaz 一 | f- (Dar 


= 


mo 


二 | fed | f-rx)dr 


二 1 和 


六 (oaz 一 | 让 (zyas1 


-ER Fa 


(3) 的 证 明 ”从 定理 2 知 我 们 不 妨 设 f(z), 9(2) 在 上 都 是 
只 取 有 限 值 的 , 邻 
Ei= ELr; (0,9(7) 0 
Ls = ELXs fF CX) 0 gx) 0], 
Es= BUY; f(x) 0, g(r) 0 Fz) + 9 0 0], 
Es ECT F (3) 20, 9%) <0, fr) FT gt) 0D], 
Es—= ELx; f(r) 0, g(t) 0, f(z) + oP) 0], 
Re= BLx; f(z) 0, g(2) 0, FE) + g(r) <01, 


在 已 上 f(z),8(z) 都 疾 负 可 测 , 所 以 由 8 1 定理 4 
| Co +gaD]az=| faz 二 | gdz. 
在 Be 上 一 f(z), 一 g(%) 都 非 负 可 测 ,所 以 


| [fn To(a)Jaz=| [一 fo]az+| [一 gz)]az 


= 一 | fc)az 一 | Coas， 
亦 即 
| Cf) + gC) Jaz=| frart), onez 


在 Be 上 ,了 (2) ,一 9(2), 了 (2) 十 9(%) 韭 信守 县 
fez) =[f x) + or) — yr) i. 
所 以 | 


= J50« 


| FoDaz=| 57 二 9(o)Jaz 一 | gd. 
移 项 后 得 

| fewest | ocds= | [fo ; gC) dz. 
用 类 似 的 办 法 ,同样 可 证 

| fa: |, gC)as=|, LF) +9() a, 
对 ;=4,5,6 也 是 成 立 的 


由 于 
(Lf) +e(z)]iaz= | CFs) +e(a]az+| CF + 9 Co ae 
+{ [#6s) +9(z)]az 
=| f(zaz+| gnazt|, Far | (2 ad 


~” 于 | Fo | g(r) dr 


f{ryadx+ | us g(x)dr 


1， Es 


| creo +eCo]-er= 一 | Ef) g(x) dx 
-| fp to(0 ds | LF) + 9(2) a . 


Fox 一 | gfz]dz， 


ea rams 
所 以 | f(D) +9(z)Jds,| [fz)+9C2)J-dz 都 是 有 限 的 ， 皮 
F(x) 一 9(z) 在 吾 上 可 积 , 而 且 

[fCs) + 9) daz 


* SI + 


=| CCD rece) ds— | [fs) 96) sds 


fra (aa 


| 至 2 有 4 


lr)dr +| 到 (了 由 让 


:| 
"EJEsUES BaU Fs Uy 


=| f(a £9 


(2) 的 证 明 显然 不 妨 设 c>0 和 f(z) 非 负 ， 营 。 为 有 理 
数 ， 则 由 (3) 知 结论 成 立 ， 若 c 为 无 理 数 ， 则 可 取 正 有 理 数 序列 
{7} 和 {Rj ,使 ra 和 0, By ec 于 是 


| fd | rf dr | of tae 
<| Rifle) dr :Bs| FO) ds. 
如 果 | f(z)dz== 十 co, 则 上 式 说 明 
| ef (a) ar 一 十 所 一 | fx) dx. 
如 果 | ,f(D4r<+co, 则 只 要 在 上 式 中 令 ->e-, 僻 得 


| ef(2dz=e| fa) ds 
《1) 的 证 明 因为 
| f(a)] dr<| 5 (2) dr eo 


所 以 [ftz)| 在 如 上 可 积 .从 而 了 (z) 在 如 上 可 积 ， 
定理 5 (积分 的 绝对 连续 性 ) 若 7(z) 在 如 上 可 积 ， 则 于 任 
意 。>0, 伍 有 65>0, 使 4CB, mA4<5 时 ， We dx |<e. 


证 明 令 8(z)=1f(o)1， 则 9(z) 在 下 上 可 积 . 对 于 给 定 的 
* 152 


ci 也 记 充 分 天 ,使 
此 处 二 BC[z;1z] 才 mJ， 其 次 取 叉 充分 大 , 僻 
| owas|, {nvdz=|, G65) — (g(r) dr 


© 
ff 


人 


令 5 高 , 则 当 4C 有 md4<5 时 ， 


| {yr } rar NmATN.6= 三 .， 

Em 有 

g(r)adr 
了 


{faz|<| gaz= | rez+| 


NE-—En, 


< (et 一 好 (Doaz 十 | 人 gCz)) sdz 十 | 有 (DG 
以 Em : NEm Se 
-名 妈 安 
世 了 十 李 十 记 王 2， 


证 完 . 

定义 2 设 吾 是 一 可 测 集 ， 宛 是 一 族 在 五 上 可 积 的 钞 数 .如 
果 对 于 任意 0, 都 有 仅 与 e 有 关 的 5>0, 售 当 ACB, 各 4<8 时 ， 
对 一 切实 都 有 


[> 


则 我 们 就 说 实 是 在 召 上 积分 筷 度 绝对 连续 的 函数 族 . 
注意 如 果 多 是 在 加 上 积分 等 度 绝对 连续 的 国 数 族 ,6>0 是 使 


(6) 式 对 -3 成 立 的 常数 ， 则 对 4C 巨 m4<6，fE 丈 ， 若 令 4' 一 


ey (6) 


AN Ez FD >0J]， A 二 4 门 B[2; 了 (XY) 之 0_-， 便 有 mA 二 6, md- 
* 了 3 了 


-<6, 所 以 
| Daz=| fen) lat | fen) er 


=| fear|+l| fee 
可见 定义 2 中 的 (6) 式 述 可 加 强 成 
| lf) asce (EF,mA<6). (6'》 
定理 6(Vitali 定理 ) 设 
(1) m 攻 之 十 co， 
(2) {f(x)}%: 是 在 号 上 积分 等 诬 绝 对 连续 前 函数 序列 ， 
(3) 在 BL 所 (z) 一 Flz)， 
则 F(z) 在 至上 可 积 且 
| repDar=lim| f(r) de 


< 六 十 一 2 


证 明 ”由 系 件 (2), 对 每 一 正 整 数 i, 都 可 选取 950<6;<3 使 
ACE, 9 < 时 ， 


| To ara, nl. 0) 


pe 
令 BC) -Be | f(s) -1() [>renBri ， 


Bn) = 2s foto) f(s) |> gerry | 
利用 条 件 (3) 选 取 正 整数 六 ,使 #2>W; 时 ，mBi(i)<< 完 ， 由 于 
Ba (让 CBm( 让 UB4()， 所 以 吉之 #2; 时, 训 En( 让 ) <64, 从 而 
[SOE A 


i fr) [ax 


pr 


+{, (| | 


= 154: 


1 ， 1 1 
rr mB Fe Buali)) TT 万 十 于 人 


1 11 
SD oi (8) 
由 民 iesz 定理 ， 有 {fC2)} 的 子 序列 {fr,(2)} 使 2) =limfs, (zx》 


ae- 于 加， 显然 不 妨 设 同 关 六 于 是 


fr) 人 之， 《六 (Cz) — fn, CD + I Ce)- 


PO) Df fen) fa) 


则 (9) 是 五 上 的 韭 信 可 宰 师 数 ， 
If Fr) ae. 于 大 
出 Lebesgue 基本 定理 及 (8) 式 ， 


(AD RL 


< fe) [s+ eo. 


可 见 F(x) 在 如 所 可 积 ,从 而 帮 z) 地 在 吾 上 可 积 ， 
这 es 赴任 意 给 定 的 常数， 由 定理 5， 有 65>0, 使 ACE, 


m1 二 68 时， | faz|< 千 于 是 4CBmd<6 有 时 ， 
过 


| lf) 10z<. > 


车 完 分 大 ,使 训 <<min 诗人 , 则 当 #2 时， 从 局 (让 之 党 


135+ 


二 知 mCi) < 之 6, 因此 由 (2) 的 定义 、(7) 式 和 (9) 式 得 


pT 


{fdas—{ aez|s| f(z) f(z) lar 
Na) fn) last | {fote) hdr 
iy Eun{ty 


<| 
* BE—krt 


1 1 
二 | Dla 


这 证 明了 | f(z)gz-lim| (2)2z， 证 完 ， 
定理 7(Lebesgue 控制 收 雍 定理 ) 
设 
(1) F(x) 是 在 台 上 可 积 的 ; 
《2) 了 (2) ,8 二 1,2,3,… 都 在 琉 上 可 测 且 
| iP(z) (rEE). 
(3) 在 吾 上 加 (2 全 所 2 或 im 六 (>) 二 f(x) a.e.， 则 了 (x) 在 
加 上 可 积 卫 
We 
证 明志 条件 (2) 和 (3)( 及 Riesz 定 理 ) 知 也 有 f(x)| 筷 F(x) 
淮 . :于 耳 ， 所 以 (7), 了 (2) ,8 二 1,2,"*， 都 在 五 上 可 积 ， 对 任意 
给 定 的 5 汪 0, 取 允 充分 大 ,使 
oe| PCz) d= | r(x) gz 一 | Fe) dr< (10) 


4 


此 处 卫 , 二 BCx; [x 所 m]， 由 于 对 吾 的 任 章 可 调 末 集 4, 都 有 
[ncnaz |<| foe) dr | PCDez 


出 定理 5 可知 {f,<7}} 是 在 wm 上 积分 等 麻 绝 对 连续 的 国 数 序列 . 
- 福 总 在 58。 上 还 有 (5) 过 f(x)}， 应 用 Vitali 定理 可 知 
lm! f(z)dz=| f(xy)dz. 


五 症 


» 36 = 


所 以 省 Y, 使 4 过 时 
| f(a |, fer 
于 是 由 (10) 式 即 知 当 mp 六 人 时 ， 
fade | Fae), Mo at Hf) ar 


一 电 dE 


£ 
< 
加 


-|| 六 (oz 一 | Tea 


Bm 


<2| Flr) gz 十 二 <<e， 


E-Bm 


| rcoaz= lim| fed 


推论 1(Lebesgue 有 界 收 就 定理 ) 如果 
{1) HE 00, 
2) 了 (zy2 一 1 2 3 在 殖 上 可 测 且 
fr) | (EE), 
其 中 天 为 一 与 无 关 的 常数 ， 
《3) 在 BZ 上 jx) 二 f(zx)， 
则 六 2 年 下 上 上 可 舱 且 


| ro 0 一 lim| fo(z]4z 


证 明 因为 mB< Teco, 所 以 具 要 在 定理 7 中 取 Rs = 起 便 - 
可 ， 应 读 指 出 , 如果 条 件 (3) 是 六 (z) 一 ffz) ae. 于 吾 , 则 定理 的 : 
结论 下 容易 从 Egoroff 定理 看 到 和 得 到 证 明 的 . 


便 3 证 色 lim| 


Nroo 


1 
可 省 
oT nm 0 


证 明 ” 因 为 22<1 Hz? ,所 以 


本 I7 


it 所 二 0， 所 以 由 上 述 推 论 1 即 知 


-1 
lim —o dr = i C dx=0 
叶子 ol 1 

和 
0 工 十 如 2 rr2 


全 4 证 明 bin 好 一 0. 


证 明 显然 在 [0，D 上 有 linT 4 2 一 0, 令 


一 2 


27 2 
f= TR P(A 


2 + (2 Nr— 1 ) nr? 
ww (1 nw) 


出 Fr) — flr) = 


GD zs 时, 2 十 (2 一 1)m992232 最 然 是 大 于 鹤 的 ， 当 0<z 


1 
-上 
= 人 有， 


一 ， 1 2/2 
24 2 Dntp2 nen) ~>0, 
所 以 在 [96, 1] 上 处 处 有 0 志 记 (5) VCz)， 注 意 F(x) 在 [0, 1] 上 可 
积 , 页 由 控制 收 总 定理 ， 


_ "1 PEE 1 
im| 1 zz=| 0 tr—0, 


由 于 守护 二 在 z= 二 EC0， 1] 处 取信 恒 为 ,所 以 在 [0,1] 上 
各 和 fav3z/(1+ 玉 江上 在 [0,1J 上 都 是 不 一 至 收 介 
了 于 等 的 . 

作为 本 节 的 结尾 , 我 们 米 证 明 一 个 有 关 函 数 的 Riemann 可 积 
= 1358 


性 的 结果 . 

定理 8 如 果 f(#*) 是 区 间 [a， 急 上 的 有 界 了 最 数 ， 则 了 (z) 在 
Fa, 世上 有 Riemann 可 积 的 充 要 条 件 是 它 在 Tea， 妇 中 的 不 连续 点 所 
构 式 的 集合 吕 航 测度 为 零 ， 

证 明 令 A 代表 将 如 =[a,51 分 为 27 等 分 的 分 划 : 

bb. 


= SUPp fx), 巩 名 ?一 ini f (Xx), $=1, 
se[ ,ef se[ a. 


了 
时 
ao SY 
Pu CT) 这 Mi PE ， 0"), 


BE) = Tmt Prat, sy. 


其 中 prstey st (2) 为 [gif 的 示 性 函数 ， 则 疙 z》 关 于 A。 
的 Riemann 天 ,小 和 六 ,sa 之 差 
Bs = (Ws)— Be)} dz, (21) 
由 二 Aa， 的 分 点 都 是 Ant 的 分 点 ， 所 卫 
Ph Cp) 用 全 2 7) 
设 五 (5 一世 mn 条 证 Ct), bee) lm C2), Nd 
br) f(r Br). . 

如 i 果 了 (在 Ca, 5j 上 RRismann 可 和 各, 则 lim (一 六 ) 一 0 

却 


| {de0, 12} 


对 正 整 交加 , 令 Bul z B(z) 一 bs) 之 去 | 从 


Bo)— br) mp), n=1, 2 3 
了 站 有 即 知 道 


mBn<| (BE) (2))} dr | (862) — p(s)} te, 
由 (12) 式 ,对 任 给 的 扣 都 有 mB 二 0， 而 
本 zi BCs)—b(#)>01= [) Bo 
损 二 ] 


所 以 mEDz; BZ) 一 8(x) 汪 9] 二 0。 这 说 明 
limpn (2) = limph (2)=f(2) Aa. e- 
令 Do 表示 全 体 使 上 式 不 成 立 的 点 和 爹 体 A 的 分 点 所 构成 的 集 
合 , 则 总 有 二 0， 如 果 zo 蕊 D, XoE 轴 二 [gy 旭 j, 则 在 岳 
limyh (ro) = imp (70) =f (6). 

对 任意 2 二 0, 选 mm 充分 大 ,使 
fir) — ep Co EPE CF0) fF0) + e. 
再 注意 zs 不 是 As, 的 分 虚 ， 便 知 有 开 区 间 忆 使 ?oSE1， 县 当 #ET 
时 ， 

ft) — 8p Co) FF) EP C2) FR) 十 2。 
这 证 明了 2) 在 zo 点 达 续 ,DP 训 ， 于 是 品 D 才 mMmDo 二 0。 这 证 明了 
必要 性 . | 

六 证 吝 分 性 我 们 六 意 当 woED，xoS 吾 时 ， 对 任意 e 汪 0, 都 有 
0, 华 ww 一 2 | <6, XEE 时 

[Fe) —f (ro) | ed/2. 


着 ?充分 大 ， 使 “元 <6， 则 A, 中 包含 mo 的 小 区 闻 [sfs， 


Z8 厅 包 仿 在 区 间 (ze 一 62 一 且 内 所 到 这 时 


= 了 6 和 


OPE C80) — WA (0) <e, 
这 说 明 lim #7 (Ge 一 由 (zo)} 一 0， 因 此 如 果 wD==0, 则 我 们 
有 
Lim Br) 0 a.e. TE 
注意 /Ge 在 [a 拉 上 有 界 ,者 天 是 17(o1 的 一 上 界 , 则 0 (2) 
一 央 2 (9 所 2 下 ,十 是 由 Lebesgue 有 界 收 全 定理 及 (11) 式 , 知 


Lm (Ss 8) — lim| {$4 (0) — ps (2) jdr=0. 
nm ra 


这 也 就 证 明了 f(z) 在 召 =[La, 5] 上 是 Riemann 可 积 的 .所 以 nD 
一 0 也 是 了 () 在 [a, 58] 上 Riemann 可 积 的 充分 条 件 ， 证 完 . 


习 遇 


1， 访 而 之 十 co, 了 (8) 在 加 上 可 测 且 几乎 处 姓 育 了 R， 
EE.—E[iz;n— lf nin=0, tl1, 2 
证 明 : Fo 在 吾 上 可 积 的 充 杰 条 伞 是 


DolnmBs<t+oo. 


-oo 


2， 汪 明 型 半 , 填 分 别 在 (0,c0) 和 (0,1) 上 不 可 各 . 


3、 设 了 (办 在 Riemann 党 义 下 的 广义 积分 站 f(s)dz 是 绝对 收藏 的 


证 明 f(s 在 [a,61 上 可 积 是 |， fade) f(a. 


4， 设 mp 记 之 二 00 ,证明 加 果 和 (8 一 1 2 3，… 尼 是 召 上 的 可 积 范 数 且 
在 五 上 … 至 收效 于 fa， 则 Fe 也 在 及 上 可 积 , 并 且 


1 frydz- lim| f(a dz. 
加 3 


5， 届 于 是 一 族 在 百 上 可 积 的 随 数 ,sup| ,|f(z lxz 二 十 co， 证 明史 是 积 
分 守 度 把 对 连续 族 的 充 要 条 件 是 对 任意 ec> 0， 都 和 有 习 全 


sup1 fw) [xe. 


fiEF ELr-lfteyl:N] 


6， 证 期 


(ee je- Zt Fy (2 一 1)， 


本 


SIN 1 
i fr 0. 
| oa "(sii i 十 5) (o>0) 


7 证 明 
dE 


tmi rl 


Nm (4 寺 ) fn 


。 工 作 in _ 六 一 ; 
Tim| -过 ) Ea :az 一 | 已 T°” 1 
a Or mY 入 {0s em) 


8， 设 六 Ca 一 1,2, 3 都 是 百 上 的 可 测 国 数 ， 


Ele 


证 明 3 (中 在 至上 几乎 处 处 绝对 收 伍 ,共和 函数 在 马上 可 积 ,并 且 


下 二 1 


fla S| flr) ds. 
p32 >, 


9. 将 [0,1] 中 会 休 有理数 排 成 序列 {7。}*-,, 征明 


oa 


了 - -CosmY 
nz 上 EZ 1 二 


由 三 1 


是 在 [0,1] 小 几乎 处 处 收 钱 的 . 
得， 让 PEB< 1 00; 证 明 在 媳 工 f(z)=>9 的 充 要 茶 件 避 


2 了 {a _ 
timl TT -A = 0. 


11.， 设 大 zy 科 当 一 而 [< 帮 6 时 蚌 2 在 C4; 们 .上 可 积 的 函数 ,并 且 有 常数 : 
五 使 


Sf st FE Ci bo 6, sé [Las bd}. 


分 ff， war = fs)d, 
12， 证 骨 ， 加 末了 ( 允 在 BCR; 上 可 积 ; 则 对 民意 >90, 都 有 RR'! 人 的 连 : 
续 的 狼 Var) 使 
|if (0) -eco laz<e 
如 果 吾 还 是 有 界 的 , 则 -上述 8(@ 还 可 以 要 求 是 % 的 地 项 式 ， 
13。 证 明 : 各 果 了 C9) 在 (a 一 8,5 十 £8} 上 可 积 ,s 0 为 一 常数 ， 则 
lm [f(z tH) (mn) az = 
{积分 连续 性 ). 
1 刘 Frzy 在 吾 上 可 积 ， 五 ,五 一 1 2， 尾 的 一 串 监 和 伐 的 可 王子 
上 集 ,证 机 : 
Lim fendz=e| Bmi{a) dr. 
nm En - Enatm 
15， 利 用 Fatou 引 理 抬 旺 Timf fo 一 了 (wy a.e. 捕 况 下 的 Lebesgue 控 - 
制 收 人 并 定理 的 一 个 更 直接 重 初 等 的 证 明 ， 
(提示: 往 意 再 (四 十 六 ( 的 和 下 (一 丰 人 都 旦 十 页 可 测 画 靳 ，3 一 1 2 
3,…， 季 是 可 以 引用 Fatou 引 理 而 证 得 
lim| fC dr) fr)dr 
和 


Dim} loar) fndz. ) 


§3 Fubini 定理 


在 Riemann 积分 理论 中 , 我 们 曾经 讨论 过 恒 积分 与 黑 次 积分 - 
的 鞠 系 ,如果 了 工 是 矩形 Ta, ic 8 fa, 扩 在 7 上 连续 , 则 


| b 这 
| FenDaza=| de] Fr, 9 
本 再 的 中 心 问题， 是 要 对 Lebesgue 积分 建 并 相 庶 的 定理 ， 旬 
.Fubini 定理 ， 我 们 会 发 现在 交换 积分 顺序 这 个 则 题 上 ,Lebesgue 


163»- 


:和 分 论 中 要 求 的 条 件 也 比 Riemann 积分 论 中 的 要 求 少 得 多 ,这 是 
新 积分 方 借 之 处 ， 

为 了 进 立 Fubini 定理 , 我 们 要 进一步 讨论 条 入 空间 的 铀 诬 问 
题 ,在 第 二 党 84 中 ,我 们 普 证 明 , 如 果 4 和 辣 分 别 是 到 和 Rs 中 
前 可 视 集 合 , 则 4xB 便 是 Rr?* 中 的 可 油 集 合 ，m (4xB)=m4: 
mB， 叉 加 果 吾 是 及 ?19 中 的 可 测 集 合 ， 则 几乎 对 于 所 有 的 wxER?， 
截 口 ; 都 是 下: 中 的 可 测 集 合 ， 现 在 我 们 要 进一步 证 明 下 述 定 
. 理 ; 

定理 1 者 召 是 及 ?x 及 "= Rt? 中 的 可 测 焦 合 ，m (4) 
二 和 遇 z, 风 m8) 是 在 有 ?上 几乎 外 姓 有 定义 的 可 测 隐 数 , 并 上 且 


m= | mo) Cr。 
证 明 人 先 考 虚 百 为 有 界 集 的 情形 ， 由 第 三 蓉 83 定理 3, 有 有 


界 的 G, 型 集合 G 二 门 0, 使 GDB,mG 二 mB 从 
n=1 


G= (0— BUE, 
行 
C= (G— BEB) UB., 
m= mG EE) mE, 
于 是 
mr) =mE mG.—m(G— Es, 
所 于 


mE)=—mG—mE=0. 
所 以 从 第 三 章 8 定理 2 
入 (人 一 百 )= 一 0 a.e. FR? 


可 和 见 作 为 之 的 图 数 mC(G 一 吾 ); 是非 负 可 测 的 ， 并 号 
» 164* 


| ,mG—B)odr=0. 
于 芷 我 们 只 要 能 证 明 mG 是 :的 可 油画 数 且 
| mdr = md 
Rr 
Ma, 
令 G3= 门 G, 则 找 仍 为 有 界 开 集 , G= 峭 G: 且 


人 


于 是 
G,= 门 (G3)。， 
中 亚 二 
《人 1 二 《GD 
所 以 


mGe= limm(G 汶 。. 
如 果 我 们 能 证 明 各 (G4)。 是 = 的 可 测 艺 数 , 并且 
| ,mkcDeu=met 
则 由 第 三 章 82 定理 6 和 Levi 定理 


m= limmGt =linm| AG) dr 
了 mJ 


Ld 这 


=| ,limm (GQ#) dr = | mGrar. 


以 下 我 们 就 来 证 明 m(G3)。 大 x 的 可 测 函 数 和 等 式 | ,ma(Gs) ,dc 

一 融和 区 
全 是 有 界 开 集 , 所 以 可 以 表 成 可 数 多 个 互 不 相交 的 左 开 右 阿 

区 前 7149,4 一 1,2,… 的 并 (第 三 章 33 引 理 ); 

全 165 * 


Gr= [Tm N= (i 
i=1 


量 然 (9):= 四 0”)s， 所 以 


z=1 


MGs Fm) (GD 


ful 
了 8 是 区 间 , mp)z 显然 是 zz 的 简单 前 数 (0 )= 是 及 中 一 区 
洞 或 者 为 空 集 ), 并 且 
| pm) sa = om 
"Rh - 


于 是 由 (了 D 式 知 黄 (G4)s 是 # 的 可 测 函 数 ， 而 且 根 据 Lebesgue 基 
本 定理 ,还 有 


| m8) adr= D3 | :mg 本 


| U I 六 "ex 


这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 事实 . 
再 考虑 如 是 无 界 可 测 和 集合 的 情形 . 
Bn= BU; |zl<<m], 
贺电 .是 瑟 的 有 界 可 测 子 集 ， 


oo 


B= [BE,, BnCBm, (m1). 


踊 王 1 


押 此 


再 -一 | j (Bn) (En) CEns)s (ml), 


夸 一 J} 


* I66 4. 


共 耐 寺村 及 ”由 使 (5); 都 可 测 的 
mBs= limm( bn)s, 

而 出 前段 证 明 , 如 (天 = 是 2 的 几乎 处 处 有 定 交 的 可 测 国 数 , 且 
{mB 

因此 ,有 也 是 区 的 可 油画 数 , 并且 


| ,mBedz =| im 到 -ez 
民 + te 


=lim| 和 (Ba 
=limmE,— mE. 
证 完 . 
现在 我 们 来 证 明 Fubini 定理 . 
定理 2(Fubini 定理 ) 设 ffz， 纺 是 及 ”= 有 2x 及 。 上 的 可 
' 积 函数 ， 则 
(1) 几乎 对 所 有 的 xER?, f(zw, 拉 是 9 的 可 积 国 数 ; 
《2) 几乎 处 处 有 定义 的 函数 


gt) =| fC, ay 
是 在 R&R? 上 可 各 的 ; 
(3) 有 等 式 
| p+e f(z2)dz= { s sz| ， fx, yay. 


证 昌 ”我 们 分 两 步 来 证 姐 . 
1” 讶 了 (2) 是 非 负 可 测 蜀 数 ， 其 下 方 图 形 是 G=G{R?7; 由， 
: 测 


mG 一 | ,,,f(2) dz 0) 


-< rr i 


既然 F:) 可 积 ,自然 应 有 mG 之 十 o0. 

从 定 昭 1 ,mG 应 是 的 几乎 处 处 有 定义 的 可 测 钞 数 , 且 
mG=| ,mGrdr. C2) 
从 而 由 $2 定理 3， 

me 6. Rr, 
可 是 4 其实 是 固定 z, 视 f(z 四 为 9 的 函数 时 的 下 方 图 形 ,因此 
由 第 四 意 §1 定理 1, 我 们 已 证 明 几 乎 对 所 有 的 z, f(z, 轨 作为 y 的 
函数 起 非 负 可 油 的 ,并 且 根 据 §1 定理 3 还 有 

| ,Fe PD dy ma, ae 于 及 
再 结合 (1)、(2) 两 式 便 得 

mO=| ,dz| fs, Do = ,fa) de 

R -RR R 

所 以 对 于 韭 负 可 测 纹 数 定 理 已 得 计 :. 

2” 设 f(z) 是 一 般 的 可 积 函 数 , 设 f+(z) 和 f(z) 是 它 的 正 部 》 
和 人 负 部 ,由 于 了 (2) 可 积 ， 所 以 六 (z)， 扩 (2) 都 必 可 积 的 ， 站 (zy 
一 疡 (2 四 一 天 (的 且 


a fod ta)ds— | sf dz (9) 


队 1°, 几乎 对 于 所 有 的 xER?, 了 r(x, 外 和 了 -(z, 站 部 是 jy 的 在 及 r 
上 可 积 航 消 数 ， 干 尾 了 (z, 久 也 几乎 对 所 有 的 wR 有? 是 y 的 在 R* 
上 可 各 的 语 数 ， 又 因 


ge) = | ,f(s Dy 


ga(w) = , 产 (%, 办 曙 


都 是 在 人 RR?” 上 几乎 处 处 定义 的 可 积 函 数 , 所 以 
= 163 。 


y=9 (8) ga(0) = | f(r) Wy. 
-最 后 出 (3) 式 


| es ae 一 | (ez 


| | | ,az| of Cr iy 
~- -RR 。 中 “也 
， 


人 |  - | 
- 1 (的 三 一 | (失信 


-| az[ 


县 了 


or, yy. 
R 
:定理 证 完 . 
推论 1 车 :rz 所在 及 后 一 及 ?X 取 * 上 可 各, 则 


| ee| CL | 关公 
推论 2 洲 了 ( 引 ) 韭 负 可 测 , 则 


(1) 几乎 对 所 有 的 seRR?, f(x, 四 都 是 的 站 负 可 测 函数 . 
(2) 有 等 式 


| of a= | ,| fs Do 
证 明 从 定理 2 之 证 明 中 的 二 可 得 ， 


推论 3 设 六 2 是 在 其 扩 ”上 可 测 的 。 如 有 果 几 乎 对 于 所 有 的 
ER (9) | 都 甘于 可 积 , 并 且 


| 。 dz| ， [Fa 的 | 本 扫 十 cc， 
出 7 六 = 中 在 恨 ?+9 二 证 积 的 . . 
证 明 贸 作 习题 . 


例如 果 了 (2) 是 民 ! 上 的 可 测 函数 , 则 7(z - 妨 是 及 "上 的 可 
测 剖 数 


证 明 ”我们 要 证 明 尘 任意 aE 我 ， 吾 = (0 一 所 之 时 都 


=" J » 


是 民 * i 的 可 测 集 合 。 令 4= 记 全 全 全 加 人 ， 提 二 人 一 加 则 44 
是 其 ' 中 的 可 测 集 合 , 吾 二 pg 14)( 参 兰 第 四 章 $ 1 习题 的 第 10 题 ) 
而 已 殖 还 基 从 民 ?* 到 民 ! 的 连续 哆 数 . 这 说 明 我 们 具 要 能 证 明 对 疏 : 
中 的 作 点 可 测 集 4, Pp-(4) 都 是 民 : 中 的 可 测 集 ,出 证 明 当 4CR! 
可 训 时 :zz， 用 1 2 一 号 直 是 民 ? 中 的 可 测 集 即 趾 ， 当 44 是 及! 中 
的 了 orel 集 时 ,pg C4) 是 有 中 的 Botel 集 ,( 见 于 还 习题 . ) 当 然 是 
可 测 的 ， 如果 4 是 民 ! 申 一 测度 为 零 的 Borel 代 , B=g-(dn)、 
Per! 区 加 的 示 性 消 数 , 则 ps(x,9) 是 RR* 上 的 非 负 可 测 图 数 . 


mB=| palz, 人 dz 的 


是 和 由 推论 2 及 mm(#4- do) 一 my 一 有 


及 


| pal PECz, 9) =| ,dy | ,Palz,) ey 
-BR Rt 1 


=| | 1@xz=| m(y+ do) dy =| ,Ody=0. 
JR: A R1 和 
所 以 部 五 0。 由 十 对 民 ! 中 任意 测 庶 为 零 的 集合 4 都 有 型 集 : 
(当然 起 Borel 集 } 员 二 4 使 加 机 一 可 4 二 0( 第 三 总 $3 定 埋 3)， 而 


PC A 二 0 所 [以 C47 丰 及 ?中 的 外 测度 
为 零 的 集合 ,从 而 超 可 宙 的 。 理 设 4 是 下 中 的 一般 的 可 测 集 , 由 
第 三 总 83 定理 4， 可 取 耳 , 集 (当然 是 Borel 信 I 了 C4， 使 im( 生 
一 FR) 0. 于 是 从 

名 (一 二 
重 知 q- 《和 是 及 -中 的 可 测 集 .证 完 ， 


习 题 
1， 证 其 推论 3. 
2， 证 此 当 了 了 (在 及 ? 上 可 积 ,96) 在 RR 上 可 积 时 ，) ig( 的 在 R79 上. 


可 积 . 
= ELzDn， 


3， 设 了 %, 让 在 Rrtr 上 非 负 可 涧 ， 证 明 : 如 果 对 每 一 2E 有 zi 都 
在 Rr 几乎 处 处 有 限 , 则 几乎 对 所 有 的 yERr，F(x,#) 孝 在 及? 上 所 乎 处 处 
靖 息 . 
4 设 洛 yb 在 吾 一 {(x 80<YST1 OSI 可 积 , 证 明 
下 (Fa 人 Je 一 (人 Fearzjey 
5。 设 Fe :70 各 在 [ao 5 上 连续 ,的 298Cpfaszsn)， 证 明 
B= 二 (TV 人) 
是 R: 中 的 可 测 集 分 ,并 且 对 于 什 总 存 吕 上 连续 的 872,y), 部 有 
| 8(2)8z 一 | ac| hm, ydy. 
. 点 | tr) . 
6 证明 
tr gy 当 zy 
日 了 当 开 一 多 一 
在 了 = 了 98 一 1 守 f 守 1; 一 1 护 # 人 E11} 上 是 不 可 积 的 ， 和 但 这 时 推论 1 中 的 两 
个 过 次 积分 都 存在 及 和 和 竺 . 
>， 证 厦 : 如果 
flz,y) = 


f(T) = 


Ei 


Ry Dezel ,Dye1), 


刻 

"1 [1 rir 

az fr, yy ay) fs gar. 
这 是 否 与 Fubini 定理 相 肿 罕 ? 


54 ”微分 与 不 定 积分 


在 数学 分 析 中 ,我 们 知道 微分 运算 与 积分 运算 是 互 逆 的 : 
1. 对 于 给 定 的 连续 函数 f(x)， 它 的 带 有 任 崇 常数 的 不 定 积 
» . 
F(z)= | f(a +C (1) 
是 的 可 微 函 数 , 并 且 姓 处 少 
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F' (x)=f(2). (2 
11， 和 如果 F(z) 是 共有 连续 导数 的 耳 数 ， 
fz) = (2), 
则 千 式 


| Ke =ze) rc (3) 


成 立 、 此 处 C 是 某 一 常数 (C= 一 F(a)). 

现在 我 们 有 了 Lebesgue 积分 理论 , 它 可 以 适用 于 许多 非 连续 
应 数 ， 十 是 发 生 这 样 两 个 问题 : 

问题 I 如 果 (1) 中 的 函数 f(z) 只 是 可 积 的 ， 那么 等 式 (2) 是 
否 成 立 ， 由 于 可 积 函 数 可 以 在 一 个 测度 为 等 的 点 集 上 任意 改变 它 
的 值 而 不 影响 它 的 积分 , 所 以 在 讨论 问题 1 时， 自然 只 应 要 求 (2)- 
式 是 几乎 处 处 成 立 而 不 应 是 处 处 成 立 ， 

问题 1 在 什么 情况 下 ， 给 定 的 函数 P(z) 具 有 可 积 的 导 示 
数 ffz) 站 且 使 (3) 式 成 立 9 当然 , 我 们 现在 也 可 以 只 要 求 (x) 的 : 
导 函 数 远 在 几乎 处 处 的 意义 下 存在 . 

今后 我 们 还 是 像 在 数学 分 析 中 一 样 ,把 (1) 式 中 的 


Fl#)= {| f(D dro 
称 为 可 各 的 数 了 (7) 的 不 定 积分 ， 此 处 当 z<a 时 , 积分 | f() 站 


仍然 理解 为 | ，/( 引 中 ， 我 们 将 从 问题 I 和 于 ， 为 此 我 们 先 介 
绍 一 个 定义 和 一 个 项 备 定理 . 

定义 1 设 加 是 及 ! 中 的 一 个 点 集 ,.G 是 民 ! 中 一 族 区 间 ( 不 一 
定 是 并 的 ), 如 果 对 任意 xzE8 及 任意 e>>0， 都 有 7E.G, 使 EI 且 
0 一 170<#, 则 称 .是 互 的 一 个 Yitali 赣 盖 . 


引 理 1(Vitali 覆盖 引 理 ) 如 果 wtB< 十 各， 是 召 的 一 个 
全 172 a 


Vitaii 驯 盖 , 则 对 于 任意 *>09， 痢 可 以 及 .2 中 远 出 用 限 多 个 五 不 
-相交 欧 区 间 五 , … 五 来 ,使 得 

or 二- U i: j= 
{与 Borel 有 限 和 覆盖 定理 相 比 较 ， 不 妨 称 这 个 结果 为 差不多 禾 党 
定理 ). 

证 明 由 于 mw* 吾 之 十 oo, 我们 可 取 开 人 乐 6 一 了 使 m8 守 十 cO，. 
叉 如 果 区 间 了 含有 点 % 则 必 可 作 一 闭 区 间 I1CIT 使 xE11, 所 以 我 
们 不 妨 设 多 中 的 区 间 都 是 闲 的 ， 今 . 

= {IEF,ICO}. ， 
由 于 所 是 开 集 ， 双 是 吾 的 Vitali 覆盖 ， 所 以 .2 仍 为 加 的 Vitali 
覆 落 . 
对 于 任意 给 定 的 *e>0， 任 音 取 定 一 个 局 于 多! 的 区 间 记 为 
2 如果 已 有 | 
(有 一 了 <， 
则 证 明 已 可 完成 . 如果 m+*(B 一 1) 池 f, 则 有 xzSB 使 p(x, 了 1)>>0. 
由 Vitali 覆盖 的 定义 便 知 应 有 并 E.G 使 
YE7 0<| | <<Pfzy 1 )。 
显然 开门 五 一 名 ， 令 
8 一 sup{7 IE.Z 7 一 亿 j 
由 十 co， 肥 J, 合 


NN=g, ll>¥0. 
一 般 说 来 , 如 已 作出 ,7 ，…, 1s 而 仍 有 
"(5- Un js (4) 


" I73» 


ee 


则 由 于 [7 是 韶 集 , 一 上 二 壮 , 和 实 : 是 如 的 Vitali 覆盖 闭 
4=1 z=1 


{TEF | 0 TN = =i,2,°,E} 
是 非 空 的 ， 从 而 
0 已 名 六 supf 7 7TE.C ITI 0, TN = ,i =1, .EF} 
2 十 oo。 


因此 我 们 可 以 从 .2 中 移出 一 产 。 使 Pestl>> 旦 已 Pen 一 允 。 
了 = 1 2,…, 局 我 们 米 证 明 这 个 过 程 必 在 某 一 步 终 止 而 得 到 所 遍 要 - 
的 了 1,…, 了 来 . 
没 不 然 , 则 由 妇 纳 六 , 便 会 得 到 一 串 包含 于 @ 内 的 互 不 相交 的 : 
闭 区 间 
之 了 ey Ty a 


使 对 一 奢 n 都 有 
d=sup{ ITE SZ TNT = ,j=1, A}, (C5) 
[Ian | Sa72， C6) 
"(sD (7) 
ia 
由 于 
3 nla Dr jnec+te. 
全 ai 
也. 20, 6,<2 Ton 290m >), 设 如 充分 大 , 使 得 
> EA 
对 于 任意 xzEB8-- 加 7 因 A Ur po 及 .9, 是 至 的 Vitali 条 


了 了 7 学 。 


盖 , 应 让 JE 名 | 使 
ze, T0077N T= t=1,2,*, Ro (C8 

和 和) 和 (6) 式 知 [ 们 | 二 5. 过 21Trr1 设 六 是 使 ss 成 立 的 正 
整数 ， 则 了 二 至 少 与 五 ， 问 ;-…，In 中 的 一 个 相交， 令 jb 二 min 
{i 了 人 天 训 , 二 42 Wm})， 则 

INT= ,j=1,2,, jo—1. 

由 (3 引 ) 式 , | 了 过 51 之 2174|, 从 而 由 (8) 式 如 10; 邵 果 卫 的 中 心 
是 zy,,a57 作 了 T, 疾 遍 ; 则 


[zi— tls | 十 [名 一 2 [ 委 171 二 二 1 < ls1s 令 


=z 一 主 [Tnls 53+ 训 1 )》 
唱 xz 因此 我 们 如 果 对 每 一 辣 人 to 都 作 开 区 间 
11=(z.— 了 I z+ } 


其 中 广 ; 为 五 的 中 心 点 ; 则 


出 17:8— U Li. 


angt! 1£=1 
而 2 iTti= 2 sll <e. 
jnotl fa 


Cm 2- Dj 这 与 (7? 式 矛盾 ， 


定义 2 设 j(o) 是 在 [e 拉 上 定义 的 函数 ， zsfa, 0 于 任意 
> 0, 今 加 | 
A (Kn) 一 Sup, CF C2) ,mm {x0) = nf Ef er) ], 


Ia,bi 
PE 有 2 < | 


BW} 和 ma #0) 可 以 委 别 联 十 0 和 一品 为 慎 ， 


和 首 池 芝 宇 


则 开 , 旦 随 汪 的 减 小 而 不 增 的 ,ms 则 是 随 5 的 减 小 而 不 茂 的 ， 因 
害 当 6->0* 时 有 极限 ,我 们 分 别称 此 极限 为 (ze 一 zo 时 )7(z) 的 上 极 
恤 及 下 极 跟 , 记 作 Tm 和 Jim f(x). 


定 闵 3 于 尔 数 Fo， 及 定点 x0s 定 必 
D*f 70) = Tn fo 加 一 (ro) 
厂 目 人 十 


DP.,f (x0) = Jim fC Th te) ， 


D-f (0) = Ln f(xot fe) ， 


万 _Fezo) = lim fF {xo fo) ， 


D+, DD.,D-,DD_ 分 别称 为 1(#) 的 右上 ， 右 下 ， 左 上 ,左下 导数 ， 显 
然 ,如 果 f (7?) 在 zo 点 有 导数 (x0) 则 C20) 二 D' 了 (zx0) =D- 了 C0) 
二 ,了 (zo) =D_f(20); 反之 ,如 时 这 四 个 导数 都 相等 , 则 下 (2) 在 x， 
有 导数 , 乒 导 数 六 (x0) 即 竺 于 这 四 个 导数 的 共 辣 信 , 当 (zo) 有限 
时, 称 了 Cz) 在 点 可 微 ， 

引 理 2 Dr(-- 拉 = 一 D,f,D-{ 一 人 == 一 D_f. 又 车 #9 一 一 %， 
Ke) = FOF) MD'g(s) =D-f9), Dg(s) =D-f ON). 

[证 明 ] 这 都 是 显然 的 事实 ， 

定理 1(Lebesgue) 如 果 f(z) 是 [a, 5] 上 的 单调 函数 , 则 f(z) 
在 [ae, 呈 于 几乎 处 处 可 德 , 产 (z) 在 Fa,8] 上 可 积 且 


上 rom <I) -fT (9 


证 明 我 们 不 妨 讶 了 Cz) 是 在 [a,5]J 上 单调 不 减 ， 我 们 要 证 明 
的 第 一 个 结论 是 

— oD fr) =D f(r) =D, fr) 一 站 (0z) < 二 Co a.e, 
广 意 D:D)D'fCz)，D-f 了 f(z) 所 DPD- 了 (rz)， 故 久 只 需 证 明 : 


* I76°* 


加 


1 ”也 -TEST DFO ED fr) a.e. 
2° 了 1 一 十 0 一 0 
因为 庆 时 从 1” 与 四 种 导数 的 定义 将 有 
Df ED FR ED Fr) ED fH)ED' f(r) .局 
起 办 检 已 证 出 . 
Df ED fx) a.e., (10) 
则 当 令 g(2) 二 一 1 一 2) 了 时 ，g9(Cx) 也 是 单调 不 碟 的 函数 ， 因 此 便 
也 有 
Dols) DD-g(s) 全, e， 。 C11) 
由 引 理 2， 


Digtr) = D(C— 9 = —Dfy). 
Dogz) =D_ (~ fn) = -DD fy). 
代入 (10) 式 , 则 得 一 D4 了 (四 和 一 D-f(y) ae, 从 而 得 
DFEDFY) He , 
可 见 我 们 只 要 证 明 (10) 与 2” 暑 可 . 
为 证 C10) 式 , 由 求 证 
B={r; DFID acre 一 
的 测度 为 零 ， 用 会- 类 示 全 体 正 有 理 数 的 集合 , 对 7, SSEQ"*, 令 
再 一 2 
我 们 来 证 明 恒 有 mB,, 一 9。 因 为 到 = UE 所 以 这 相当 于 证 野 
了 mm 五 一 0 
设 不 然 , 即 有 7, 5 局 ,使 mw*.,。>0. 于 是 对 任意 8 之 0, 都 可 
作 开 集 昌 二 Bs。， 桩 mG 之 (1 十 em* 再 ,se， 灶 wee， 国 D_f(x) 
< 心 5, 对 任意 GD 部 可 选 疡 使 0<<8<6 且 


Hf fx 一 站 |e, 
s 上 六 7 于 


i 


Fs {eh 21; YER,,, 二 < zt—h,r]CG), 


则 和 受 , 亚 然 是 避 ,s 的 一 个 Vitali 覆盖 ,由 引 理 1, 可 从 21 中选 出 
-有 有限 多 个 互 不 相交 的 区 间 

i 全 hy 7] Ls — Ra, Ta ] rs Ls hss Ta] 
-来 ,使 得 


or 人 rg U eh je 


n b 
"{ U EA )- mG C1 en*B,,s. (12) 


而 
m*| BE, ( Uj [2 — hs 1) pws, 
lL 


i” 上 
一 | 五 = 一 出 [zis— iy mB {13) 


自 
记 sn 人 i S. 因 SC&,。 对 yES， 都 有 


iel 


-00)>m 所 以 由 8 及 了 (9 的 定义 ,对 任意 5>0， 名 可 这 了 
` 全 包含 Ly,8 十 个、 全 
For， yes, 上 且 有 1h， 使 
Ty, y+ ICCr he se)), 
则 :下 全 的 一 Vitali 徐 六 ， 由 引 理 4 又 可 从 .F; 中 选 册 有限 多 
-个 互 不 相当 的 区 间 


#1 的 + i Ly, #2 十 zz]， "yy Lg:s HF ty 
= rh a 


使 得 2% "(s- U Ly;, 多 十 7 六 < 从 而 由 (13) 式 


t r 
>), | U Lys wt) 
I=1 1 , 


一 


注意 从 .8 的 定 允 有 
fyi — fy rl, j=1,.2..,2 
斯 以 
Et/ 上 一 ff)]>7 3 一 (14) 


j=1 
另 一 方 而 f(9) 是 单调 不 减 的 且 对 每 一 Ly，#-41y] 都 有 YE 使 
[9 yr tC{ re,— hs, Ti1), 所 以 

Fagst ds — FD) EF ED — fro A). 


从 而 由 (12) 式 
i 下 而 ， 
DTID ~ IED LD fh RST sh 
I1=1 fol fat . 
ofl em*B,,, {15) 


连结 (14),， (15) 两 式 便 得 
TEMm*E,, s—26)<s(l +e)m*E,, ,. 
御 Ee 六 0 是 任意 的 ,所 也 得 
rm*B., esm*B,, 1. 

这 x 与 rs 相 冲 罕 , 这 说 明 非 2B., ,二 0 不可， 这 完 咸 了 了 本 可 一作 
网 证 明 . 

现在 已 知 产 (2?) 是 在 La 的 上 儿 乎 外 处 有 定义 的 ，0< 和 (中 么 
十 co， 令 

» I79r 


1 
TT 一 一 I 
pn - 号 { CE 
【此 处 懂 洋 规 定 当 = 号 时 , 令 扰 2 一 (8)) 风 六 (人 是 [Fa 幻 上 的 
非 负 可 神 前 数 旺 
Vimfatz) =F (x) a.e, 十 [ay 6]. 


站 


因此 由 Fatou 引 理 
[7 dhe| fat) dz 
-如 "人 i) 7 le 


1 


lim! Ms 


1 
了 十 条 


fb) Tian| f(r)drf (bf) <+o0, 


这 不 仪 证 明了 2° 而且 也 证 明了 (9) 式 ， 证 先 . 

定义 4 设 f(x) 是 区 间 [a,8]j 上 前 一 个 函数 ， 对 于 [a, 妇 的 一 

个 分 划 
总 。 站 二 全 0 人 人 | 


令 
VA) = StzD 一 fc Di 


称 为 矿 Z 关 于 分 划 A 的 变 可 、 如 果 存 在 常数 型 ， 使 对 一 切 分 划 阅 
都 有 Vi(A) 入 全， 网 称 f(2) 泡 [a， 四 上 的 有 界 变 吝 函 闫 ， 占 全 体 
和 VC 太 ) 所 作成 的 数 集 的 上 确 界 称 为 了 2) 在 [o, 81 上 的 总 灾 殷 , 记 为 
Vatf). 

很 据 宅 疼 ， 易 见 闭 区 间 L5,8] 上 的 有 限 的 音调 函数 f(z) 都 是 


» 80 » 


有 界 变 盖 的 ,而 且 其 总 变 差 邪 为 ff 的 一 Fe) |， 另外 区 河上 a, 的 二 
的 两 个 有 界 变 差 范 数 的 和 、 差 、 积 仍 为 fs 5 上 的 有 界 变 莽 尔 数 . 
(可 题 的 第 1 题 ). 

引 理 3 车 f(?) 在 La,61 上 是 有 界 密 羔 的 , a<c<5， 则 f(x) 
在 [oa cj 和 [Le; 50] 上 世 是 有 界 变 凑 的 ,并 且 有 等 式 


Vatf) = VE OD Ve). (16) 
证 表 (2) 在 Lasej,Lc,58] 上 有 界 变 差 是 久 热 的 , 我们 只 要 证 
期 (316) 起 ， 
Ea 


入 加 一 20 
入 2 二 于 
分 别 是 Fo ej 和 [ec,5] 上 的 分 旭 , 则 
A C= ro mn 
是 fm 8] 上 的 一 个 分 划 ， 并 且 
VIOAD HVCAS) = VA EVED. 
研 更 
VED TY SVD). 
另 一 方面 , 设 A; #=z0 过 %) 之 … 之 2 一 5 是 [4 的 的 -… 个 分 地， 如 果 
有 基 一 7x; 二 6, 则 A 可 以 拆 戌 [9, cI 的 一 分 划 A, 和 [6,8] 的 一 分 划 A， 
曾 县 
VA)=VIAD TH VIADEVECN FF VE; 
如 果 疫 有 zt 一 c， 则 可 将 。 点 河和 而 得 [a, 5 的 一 新 分 旭 人 '， 因 然 
VMEVIAIN EV Ye), 
所 以 对 于 任何 3, 都 有 YM) V5 (C7) 二 V2( 有 ). 
0] 
VECDEVECOO rT VED. 


站 Igl" 


对 于 [ae， 弘 上 的 国 数 (2) 及 分 划 A: 4 二 zo 过 之 之 后 二 b， 
把 fj) 关于 和 的 变 差 VA) 分 为 两 部 分 : 
V+(A) = 2) Lf — flr, 


TTA tre-,) 


VY- (A = > {fz)— f(z) | 


Try 
则 


VA HV-(A) =VCA)， - 
VC) 一 VCA) =7(5) —f(a). 7 
如 果 J(z) 在 [Le,5] 上 是 有 漠 变 差 的 ， 则 


supV (A)<ompV (A = Vi) < 
SupV (A)ssupV{A) =Va(f)<ico, 


我 们 把 supV?* (A) 和 supV (A) 分 别称 为 (2) 在 La,5J 上 的 正 变 痉 


和 负 变 差 , 记 为 V3 (和 V3(f)， 由 (17) 式 ， 


VE +VS DEVED. 
我 们 来 证 项 实 际 上 有 等 式 
VE VE = Ve). (18) 
首先 我 们 注意 如 果 在 一 分 划 A 中 潍 加 分 点 而 成 A'， 则 
V (AYEVA), VA EV A), V (MEV (A) 
因此 如 果 Au Ah 是 [a,8] 上 的 三 个 分 划 , 使 
VIO) PY CA) >VEO) 


V: {EV (A Vs (1)— 


计 ， 
所 人 i 
= 了 


而 3。 是 合并 A A%, AS 的 分 点 得 到 的 新 分 划 , 则 更 
VD >VCS> VS( 用 一 工 ， 


VV (EK) > Va) 
1 
名 


3 


VONV-(R) VC) — 


而 民 
VTS) 一 W+ (An) VY-(CA,), 
V+GG VR) =7(0) 一 Fa， 
令 n>co, 便 得 (18) 式 , 并 且 还 有 
Ve Vs) 8) f(a). (019) 
对 二 gt<5, 由 引 理 3, 了 (x) 在 [a,5I] 上 有 界 夏 差 时 ,在 [a, 4] 
上 也 有 界 变 差 ， 令 . 
VE VP VD VL, VC) = V(t), 
易 见 这 都 是 在 [ea, 8 上 单调 不 减 的 函数 ， 由 (19) 式 还 得 


f=VD FFD CE) ,afb (20¥ 
六 (C4) + 了 (a) 仍 是 [a,5] 上 的 单调 不 减 函 数 、 所 以 f( 直 是 两 个 音调 
不 减 函数 之 益 . 


定理 2 ”如 单 f(z) 是 区 间 Fm 8] 上 有 定义 的 函数 , 则 

(1) Fr 在 ra,8] 上 有 界 变 差 的 充 亦 条 件 是 F(z) 能 表 成 两 个 
单调 不 减 国 数 之 羌 ; 

f2) 者 an) 在 La, 四 上 有 界 变 盖 ， 副 1 人 (2) 在 La,83 上 几乎 处 
处 可 微 ,天 (2) 在 5a, 扫 上 可 积 , 并 所 


| Po as Vy). (21) 


证 明 由 于 两 个 单调 不 峨 医 数 之 差 是 有 界 谈 美的 ， 结 全 前 面 
TH = 


已 证 明 的 (20) 式 , 即 知 {1) 成立， 
由 定理 1 及 (1) 知 了 (x) 在 [a,5] 上 有 界 变 甘 时 , f'(z) 一 定 在 
[a,8] 上 几乎 处 处 存在 , 由 (20) 式 ， 
f'(x) =V'(r) 一 六 (ae 于 [avb]， 
从 而 由 (9) 式 及 (18) 式 得 


6 五 十 一 
| I Cz) iaz=| IV Pz) ldr 
<| Yast 六 (ada 
YD Y= YD). 
这 也 就 证 明了 (21) 式 , 证 完 . 
例 1 Cantor 函数 B(xz) 设 0O 是 P08，1] 上 的 Cantor 集合 
我 们 把 定义 OQ 时 从 [50,1] 中 去 掉 的 那 可 数 凶 个 开 区 疗 加 以 分 组 . 第 


一 组 包含 一 个 长 度 为 二 的 en #) 第 二 组 包含 两 个 长度 为 
1 ， 1 2 持 一 
为 去 的 区 间 . 
1 2 3"—2 3°—1 
(sr (Fr 了 人 3 ”3 ) 
在 Go 人 [0,1] 一 0 [如 下 定义 一 个 函数 ; 
1/2， weE{1/3,2/3), 


i zE(1/3* ,2/3°), 
0(2)- 2 rE(713" ,8/3°), 


这 里 晶 (2) 在 第 组 的 2"!' 个 区间 上 , 依次 取 雷 ,总 加 1 


184 。 


然后 用 定义 


Q(z) =5uPO(#), 0(0) =0, (1) =1 
的 办 法 把 @kz) 的 定义 扩 充 到 整个 区 间 50,1] 上 ， 易 见 B{) 是 


[0, 11 的 单调 不 减 函 数 ， 由 于 | 识 ; 一 1,2,…,2" 一 1,n=1,2.… | 


在 L0, 1] 上 秽 窗 ， 所 以 合 (?) 还 是 Le,5j 上 的 连续 隧 歼 , 在 上 ， 
全 2) 三 0, 而 m0 二 0， 世 以 
Oz) =0 .6 于 [0, 1] 
于 是 
| er(oDaz: -0<B(D 一 B(0)=1 
这 个 日 (2) 称 为 -0,1] 上 的 Cantor 冰 数 ， 
如 果 令 
4(z) = (Os) + 2), 


则 aAcz) 更 是 在 [0,1] 上 严格 递增 的 连 扇 函数， 由 于 
1(z) 一 序 a.e. 于 Fa,b]， 

所 以 同样 有 

| 1 (2)dz= eA) —ACO). 

Ld 
上 述 例 子 说 明 , 吨 硬 所 沽 虚 的 孙 数 是 连续 的 ，( 引 和 21) 中 的 不 等 
导 仍 能 成 立 ， 所 以 阔 数 的 有 界 变 差 性 虽然 能 保证 它 有 有 可 积 的 导 消 
数 , 全 不 能 保 让 我 们 熟知 的 Newton-Lebnitz 公式 成 立 , 即 不 能 保 
证 (3) 碟 成 立 ， 

全 2 国 数 


2 区 
1 和 a 


0, 全 一 站 
* Ig3 = 


是 处 处 在 守 数 的 ， 


Pp? 六 ein 也 ， tO, 
0, x 二 0, 
得 是 f(x) 在 C0,1] 上 不 可 积 . 
事实 上, 只 要 0ELa, 户 J, 了 (2) 便 在 Lo,8] 上 连续 ,从 而 


TT 站 
a" 


| Poaz=70p) 一 了 fay) =Proos ga— cos 


0 1 
取 om 一 以 二 和 Ba 一 7 由 
全 frrydr = n=1,2,3,. 
J Dn’ ss 
广 意 :7 一， tn sj 1 2 3 是 百 不 要 变 的 ， 所 以 
(EAI 5 Wl, Ya 
和 Tl “Tn 


定义 5 设 A(z) 是 [4,B] 上 的 杉 数 ， 如 果 对 于 什 意 e 守 0, 恒 有 
6>>0, 使 于 [a,5- .上 的 任意 一 组 分 点 qj <6 qb 人 0n 之 yy 


只 要 之 ;21 一 91) <<6, 便 有 


NFB)—fa) I<e, 


则 称 f(z) 为 [a,5j 上 的 绝对 连续 函数 ， 或 说 fz) 在 [a,8] 上 绝对 
连续 . 

显然 2 史 芭 上 的 绝对 连续 复数 必 在 [9 站 上 -这 连续 . 

坝 在 我 们 来 证 明 在 [ay 妇 上 绝对 连续 的 国 数 一 定 是 -o 的 上 的 
= 186. 


有 界 变 盖 范 数 . 设 5: 是 定义 5 中 使 (6 一 20) < 时, 这 | (B61 


一 fo 1 < 1 的 正 党 数 ,一 | 结 让 | + 此 处 “9 | 表 ? 寺 2 的 整数 
部 分 ， 用 一 go< 加 <…<gw 一 5 把 Fa 的 等 分 成 太 个 长 度 小 于 6 
的 小 区 间 。 对 本 [a, 妇 的 任意 分 划 A, 把 ii,…，gw-， 添加 进去 ,得 - 


到 新 的 分 划 


A 在 一 30 
唱 六 2 关于 A 的 变 盖 


VOM EV CA) = DIF) — f(a) 


一 全 ， 3 If —f (21) 


4 
< 
所 以 VHD EN<+o. 
定理 3 如 果 f 了 () 在 La, 5 上 绝对 连 绕 , 则 了 (Cz) 在 Ca,5j 上 上 岂 
乎 处 处 可 徽 , 产 (2 在 [om 的 上 可 和 奶 1 并且 


{ fC)dr=f 06) —f(0). 2 


证 明 因 绝 对 连续 函数 都 是 有 和 界 变 蔡 荡 数 ， 所 以 由 定理 2 
{3)，j(#) 在 La,514 上 几乎 处 处 可 微 且 所 (#2) 抽 5a, 引 圭 可 积 .。 对 于 
Xx>0, 令 (7) = 二 (5)， 定义 


TAN | 
hz) et = 并 = 二 fs - 二 -fo 


则 Cz) 是 [#48] 上 的 可 积 函 数 ， 并 有 


于 各 讼 了 了 二 


limAn( x) =f (x) ae 于 La, br- {23) 


[下 我 们 来 证 明 凡是 在 [w 旨 上 积分 等 庶 绝 对 这 续 的 函数 
序列 . 

设 se>0 已 给 定 , 5>0 是 定义 5 中 所 说 的 对 应 于 。 的 一 常数 ， 
如 果 [二 (qi,5) ,5 一 1,2，3,… 是 包含 于 (4, 如 内 的 互 不 相交 的 区 
间 ， 忆 C5, 一 40) <8， 则 对 于 任意 mm 呈 Co, 一 o0 一 5 所 以 四 6 的 
定义 ,对 任意 se[a, 区 ,都 有 


[re 5 一 fs 十 ai) <> 1 ft Bb) fsa) |<e, 


从 而 
mn An(C%) dr|= a 二 -二 | 一 ir) dz 
;ol 


Wp3 CF OB to 一 Fe x) Ja 


<af | ELF te) fe 


01 £1 


ey R= 2 
进而 由 82 定理 4(4)， 
| eo jzaz| <e, RR 二 ,2,3 
0 


二 JSR » 


这 样 , 对 二 任意 开 集 CC[a, 8， 只 要 证 和 < 便 有 
{aCe 


Se R23 {247 


如 果 4CC[e, 是 一 G 集 : 4= 门 0, m4A<<5, 则 可 设 诸 开 集 Gu 


也 有 有 mGn<6 县 Gu 二 Gn,:。 因 此 由 (参考 32 习 题 的 第 13 题 ) 
Hm), hodz=)| hdr 

及 (24) 便 知 

|[ ats)ar|<e, 天 二 1,2,3, 


现役 4CEo 归 是 任意 的 可 秋子 集 ,m4<6, 因 第 三 章 8 3 定理 3, 有 
Gi 型 集合 CD 4 使 风 G 一 癌 相 于 是 miG<o 0G 一 相 =0, 所 以 


| aaz|=| aoaz|se， 1 2 3。 


这 让 明 {4,(x)} 确 实 是 在 Cs,8J 上 积分 刍 度 绝对 过 续 的 序列 .出 
Vitali 定理 ( $2, 定理 们 及 (23) 式 ， 


| f(az=lim| Fe 


lima| | 从 z+ 计 )—f(2) as 
-um 中 呈 ru- 六 ro 
=f(B)— f(a). 

证 完 


引 理 4 设 f(z) 是 [a,b] 上 的 可 积 函 数 ,| F(DatE0, 则 f(z) 
—0 a.8, La, bj. 
证 明 ” 九 然 修 设 | f(t)dt=0， 自 然 对 于 任何 区 间 1, 人 忆 有 


提要 有 


ar 


外 #2)4z 一 0, 从 而 对 于 任意 开 集 GCLo,5]， 均 有 | Faz=0 
设 FCLe,5] 是 一半 集 , 令 G=Ea,6j 一 ， 则 
{f= fae | fade 
假如 引 理 不 三 ， 则 了 (Cz) 在 [es] 上 不 几乎 处 处 为 零 ， 不 妨 设 
zf23 ETg,B],f(2) 六 上} >0， 从 而 有 入 使 wf7: x6 -a 61 fn) > 
到 人 显然 我 们 可 以 取 一 闭 集 ,使 FC {2: xEra,51, (2)> 
二 |， 目 mA 之 生 ， 于 是 


0 一 | fr)dr mr 0. 
Fr re 六 


了 矛盾， 
定理 4 者 六 2 在 [9 上 上 可 各 ,又 
F(x)= | fato, qr, 


和 出 Cz) 足 在 [at 上 绝对 连续 的 国 数 ， 
Fz) = f(r) a.€, 于 [9 二 
证 明 ”从 $2 定理 5 易 见 了 (#2) 是 在 [4,8] 上 绝对 连续 的 . 冰 此 
区 定理 3 知 FF(2) 在 La, 8 上 几乎 处 处 可 微 , C2) 在 [a,581 上 可 积 . 
并 且 对 十 任意 xsE[e zj, 都 有 


F(lr)— F(a) ={ rcae. 


而 由 定义 (2) 一 PF9) 一 | 0d, 所 以 


(EPC -fiat=0, qr 6. : 


得 引 理 :使 得 
五 (2 二 了 (9) a.e. FLa,b]. 
19D 。 


证 完 : . 

定理 4 圆满 地 回答 了 问题 1, 结合 定理 3， 我 们 着 到 绝对 韦 续 
.性 是 一 个 函数 为 -Lebesgue 可 积 函数 的 不 定 积分 的 特征 性 质 . 同 
时 也 给 予 了 问题 开 一 个 回答 .但 是 例 3 尘 诉 我 们 , 如 果 从 微分 与 
积分 应 为 豆 道 的 适 算 这 一 角度 来 观察 ， 则 问题 并 没有 得 到 很 好 的 
解决 ， 例 2 中 的 陋 数 处 处 有 有 限 的 导数 ,但 于 霄 数 却 不 是 可 积 的 ， 
这 时 要 想 从 导 函 数 反 过 来 求 原来 的 函数 ，Lebesgue 的 积分 还 论 并 
不 解决 问题 3, 需要 另外 的 积分 理论 ,不 过 这 已 超出 了 本 课程 的 范 
罚 ， 此 处 不 拟 再 讨论 . 

定理 5( 分 部 积分 法 ) 设 f(z) 在 La,5] 上 绝对 连续 ，4(x) 在 


La,5] 上 可 积 ,9(z) 一 | (的 8 上 CC 为 常数 ， 则 


| f(a dr =f)9() .fs 7 car. (25) 


证 明令 厂 表 区 域 : asS3STSD 由 上 了 人 在 [oa 83] 上 绝对 
连续 ,所以 了 {2} 是 可 积 的 ,从 而 
FTE) = A CH 
是 五 上 的 可 积 国 数 ， 由 Eubini 定理 ， 


| MD1 ay =| Fa oy| f(a) da, 
但 . 
[ea A Day | aLICE) fC) ae 


一 | 22)f (7) dz— foT98(B7 一 go 了 
Fad Zc07' ar= [| PenreGD- GD] 可 


A 


* E91le 


所 以 
| .frCDaDaz=FGD9GD| ,一 | Flr)9 ds. 
证 


ely 


作为 本 节 的 结尾 ， 我 们 再 来 证 明 一 个 经 常 间 到 的 变量 交换 


[2 
此 


定理 6 加 有 果 f(z),g (C2) 都 是 可 积 靖 数 ,g9(7) 宇 0,G(z) 是 (5) 
的 一 个 不 定 积 分 ,4 一 G(0) ,5 一 G8), 则 


| az=| F009 a. (26) 


证 明 首先 注意 如 果 了 F(x) 是 绝对 连续 函数 ， 则 由 定义 易 见 
亡 CG(Cz)) 仍 是 绝对 连续 的 ， 因 此 如 果 取 了 Cx) 的 一 个 不 定 积 分 作为 
(Cz), 让 定理 4 和 定理 3 便 有 


| feds = P06) F(a) = F (0(8)) ~ F (G0)) 
={[[r(ecw ha, 
国 此 要 证 明 (26) 式 ， 只 要 能 证 明 
CF (G(T =O ) 9 ae (27) 
即 可 . 
先 考 虑 了 (2) 有 界 ，|f(z)1<L 的 情况 ， 对 于 使 GCt+ 了 D 
隆 G(W) 的 有 
FO +h)) FG)) 
hn 


GO RG 让 (28) 
由 定理 4, 几乎 对 所 有 的 4, 都 有 


1 Gt GD 
im 下 


直 - 二 由 


=#(6). 
a 192 4. 


令 机 天 示 使 上 式 不 成 立 的 上 的 集合 , 则 血本 :0. 令 
= {00) 9(0) =0), 
出 当 tEB, 时 ， 


[Eee+ -zeCD)|- Te EL 
nh 下 | ett) 


二 | FCG+h) — G0)] |->。 (h->0), 


机 于 这 时 了 (GC2D)g08) =0, 所 以 [27) 式 成 立 ， 再 设 | 
Ba= {8) =900) >0, POON) = HG )), 
= 二 9( 引 守 0, 但 CG(4)) = 了 (G04)) 不 成 立 }. 

出 (28) 式 知 在 Eo 上 (27) 式 成 立 ， 可 兄 我 们 只 变 还 朋 丙 吕 一 9 为 

此 多 上 需 证 明 对 每 一 正 整 数 m， 


Bani ERB, g(t) > > 过 
都 是 测 讼 为 零 的 并 可 . 
设 5>0 是 任意 给 定 的 , 根据 定理 4， 
m{r; =), iERs, m} =0. 
所 以 我 们 可 作 一 开 集 0 了 {Y= 二 QE ，tEE.. 1 使 得 m0<6， 对 
于 每 - -tEBym， 考 碟 区 闻 4=L#ytFh 有 根据 Ban 的 定 儿 及 
她 (E 的 连续 性 ， 知 妆 下 0 充分 小 上 时， 
[EGCG 了 D]CO 且 G0t 二 及 一 G( 安 半 . 


显然 站 有 这 样 的 区 间 站 煌 成 如 的 一 个 Vitali 覆盖 ， 算 而 中 

由 引 迎 1 可 以 从 中 移出 有 限 和 多 个 所 不 相交 的 亿 间 : 
了 

使 


员 显然 不 录 如 吾 。， 有时， 此 币 外 测 麻 存 限 . 


2934 


et a rrp wpe. et 


"(Bos < {is )<6. 
人 32m Ui)< 


Mm* (Bm) Shs 
ft 


< m PLO Fh) GI 
4=1 
十 区 - 久 人 二 (十 1m 
注意 6->0 是 任意 的 ， 所 以 mB 0， 这 说 明 当 17(z) [福生 时 。 
(27) 式 仿 实 是 成 立 的 , 从 而 这 时 公式 (26) 成 立 ， 
对 二 一般 的 f(z), 显然 可 设 fcJ)>0， 令 {f(z)}, = 
minfftz), 可 , 则 对 -- 切 都 有 
| {Doar =) (KGCoD)jngC9et. 
令 #> coo， 由 Levi 定 理 (1 定理 5) 便 知 这 时 (26) 式 仍 成 立 . 证 完 . 


习 题 
1， 证 明 : 如 果 ffzy，8( 的 都 是 [La,81 上 上 的 有 界 变 差 丽 族 , 则 (x) 十 8 (9) 
f(D) yt 止 几 是 [5;5] 上 的 有 界 倒 差 函 数 . 
2， 证 归 ， 当天 (wz) 在 [a,83] 上 处 处 存在 人 有 界 时 ,fz) 是 在 [9, 杂 上 次 对 
连续 的 ， 
3. 在 民 ! 中 的 可 测 集 合 百 及 定点 4%6， 称 lim mt BN Cz, ,2 6)) 1/28 


为 吾 在 x6 处 的 密 座 ; 记 汶 ZCF6)， 证明 (的 一 1 a 8 于 再 和 (2) 二 0 8 
se, EB. . 


4， 证 银 ， 当 Fo) 在 fa, 亲 上 绝对 违 续 时 ，| 1 dr 一 V3 
5， 证 明 不 可 能 有 及 ! 中 的 可 测 集 加, 使 对 一 切 se50, 1 都 有 
m([0,2] 门 如) 一 二 
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$。 设 y(t; 蕊 [9,5] 上 的 可 油 函 数 ， 
sup ess|yCo) Ainf (sup N90) EC sb, mE =O) 
十 00. 
Yl) | y(t Ab. 
证 晤 : 
sup Yrs — Ye 


" ir 
End 下 


7、 设 攻 中 在 [oa 到 上 可 积 , 并 下 


| sup cssiytt)], 
[a.t! 


Dh 
| nf ds O08 0,1,2, 5, 
性 


Fn ft, esd 
斌 是 ; 对 于 任意 密 项 式 了 Pts) 都 有 
{Pes Pn)dr=0. 
进而 证 曙 f(z) = 0 ae. 于 [4 有 杂 
8， 证 明 
pg) = (sin, 230, 


人 0, 省 一 
在 [一 11 上 处 处 可 抽查 天 {9) 不 在 [一 1,1] 上 绝对 这 续 . 


9 证明 :如 果 了 ( 动 在 [eg，5 上 纺 对 连续 ，EC5a,B],， m=0,f(B) 入 
{fr); rE BY, MI mf {BY 0 


10， 设 了 (0 在 Ee,5] 上 连续 ,9t2) 在 [qs 厅 上 可 积 ,县 9(w) 0 证 明 ; 必 
有 在 [6, 杂 使 


[OHOT 2 


11， 提 了 (zm) 在 [a, 厅 上 可 积 ,9{ 泡 在 to, 雪上 单调 且 绝 对 连 绕 。 证 明 : 必 : 
有 Efa， 如 使 


[fg (ag fart odd) | fla)dr. 


进 市 证 昌 上 述 事 实 或 对 性 何在 [0,5 上 单调 和 的 有 限 旺 数 前 成 立 . 《积分 第 二 
中 值 定理 .》 


* 症 守 盏 


“§5 一 般 测度 空间 上 的 Lebesgue 积分 


设 5 是 一 非 空 集合 , 必 是 吾 的 于 集 的 一 个 0- 域 , 则 C5, 就 称 
为 一 可 测 空间 ,wtf 中 的 元 素 称 为 这 个 可 测 空间 中 的 可 测 集合 ， 回 
想到 我 们 在 第 四 童 中 定义 简单 丙 数 和 涵 数 的 可 测 性 时 ， 只 用 到 了 
集合 的 可 油性 而 并 设 用 到 测度 ， 所 以 我 们 可 以 把 这 些 概念 移植 到 
一 般 的 可 测 空 间 上 来 . 期 对 于 定 浆 在 妨 上 的 实 函 数 六 X72， 当 存 在 
的 有 限 多 个 互 处 相交 的 可 测 子 案 召 ，…， 如 及 实数 ce Cm 


使 58= U ;自在 每 一 个 ,上 ,了 (x) 都 恒 竺 子 常数 cy 时 ， 称 f(x) 


为 号 上 的 简单 国 数 ， 而 如 果 对 于 任意 aER，{z; 了 (7) 放 中 都 可 测 
时 ， 称 了 (x) 为 8 上 的 可 测 函 数 ， 或 说 f(x) 在 5 上 可 测 .， (严格 说 
来 ,应 说 Cx) 是 (5,) 上 的 可 测 函 数 或 了 (92) 在 (5, st) 上 可 测 ，) 
除了 与 过 线性 和 下 方 图 形 有 关 的 结论 , 如 凡 连 续 函 数 皆 可 测 , 非 负 
盖 数 可 神 的 这 要 条 件 是 下 方 图 形 可 铀 及 Lusin 定理 车 结 论 以 外 ， 
第 四 章 中 有 关 可 测 函 数 的 结论 现在 仍然 都 是 成 立 的 、 当 然则 于 在 
一 般 的 可 测 空 间 中 , 只 有 集合 的 可 测 性 而 没有 可 测 集 合 的 测度 , 自 
上 舌 也 就 没有 几乎 处 处 成 立 之 说 ， 所 以 在 第 四 章 中 上 出现 “几乎 处 姓 ” 
芥 地 方 ， 郁 应 改 为 处 处 成 立 ， 

蔷 数 的 积分 和 隙 数 的 可 广 性 不 一 样 、 定义 积分 时 是 不 仅 权 用 
到 集合 的 可 测 性 ， 而 且 要 用 到 集合 的 油 度 的 ， 如 果 在 一 可 测 空 间 
(3S, ) 上 还 给 定 了 一 个 定义 于 .xt 上 的 测度 gs， 则 我 们 就 称 给 定 了 
一 测度 空间 (9, ff, 2). . 

设 (5,.Y,%) 是 一 给 定 的 测度 空间 ， 如果 &&(8) 过 二 co( 耻 而 对 
任意 和 ,xf 都 有 (4)< 达 ++ co)， 则 说 这 个 测度 空 间 是 有 限 的 ;如果 


s 证 中 本 


c(S) = 二 co, 但 8S= {| SSEaba(SD) < oo=12， 3,…, 各 
i=1 ， 


说 这 个 测度 空间 是 =- 有 限 的 . 比如 当 .FfKz) 足 及: 上 的 有 属 单 亩 递 
增 右 连续 函数 ,og 是 由 多 四 产生 的 恨 : 上 的 Lebesgue-Stieltjes 济 | 
度 时 (及 -9ir oo) 是 一 月 限 的 测度 空间 , 而 如 果品 是 及 "上 的 普通 
的 Lebesgae 测度 ， 则 (及 ” 嘻 , 各 ) 不 是 有 限 的 而 上 只 是 z- 有 限 的 各 
度 空 间 . 

讽 在 我 们 要 这 论 定义 于 抽象 调度 空间 上 的 哨 数 的 积分 。 为 簿 
便 汗 ， 我 们 假定 所 给 定 的 测度 空间 (5S, wf,) 是 有 限 的 ， 其 实 所 得 
到 的 结论 , 绝 大 部 分 都 是 可 以 容易 她 推广 到 r+ 有限 的 油 度 空间 上 
去 的 。 男 外 ， 我 们 还 人 慨 定 所 给 的 测度 空间 是 完备 的 ， 即 当 AE .ef , 
xf4) 二 0 时 ,4 的 一 切 子 集 了 世 都 属于 以 , 

在 测度 空间 (58, .fy@) 中， 我 们 仍 可 以 和 以 前 在 CR" Rm) 中 
一 样 ， 定 义 : 命题 PC) 在 5 上 %- 几 和平 处 处 成 立 { 记 汶 P(x》a. 6 
(00), 如 果 存 在 入 EA we(N) = 二 0, 使 对 25 一 和 NN, P(7) 昼 成 立 , 

并 十 定义 在 (5, 9) 上 的 疼 数 开动 ， 现 在 我 们 可 以 把 红 . 积 
经 中 的 讨论 原封 不 动 地 搬 过 来 而 得 到 积分 1 fcr) 4a( 由 于 现在 的 
测 虐 是 xs， 我 们 把 积分 记号 中 的 2 政 成 了 dm) 和 可 积 羡 数 的 概 : 
念 ， 这 时 81 中 的 各 定理 ， 除 有 基 下 方 图 形 的 定理 3 外 都 依然 成 . 
立 . (也 于 现在 还 假定 了 &%(8) 过 十 co, 所 以 证 有 明 还 会 寺 简 凋 些 ，》 
对 于 82 中 的 各 定理 ,讨论 Riemann 积分 和 Lebesgue 积分 关系 的 : 
定理 1 现在 当然 不 会 有 了 ， 其 他 从 结论 到 证 明 都 不 需要 作 实 质 性 
的 改变 即 可 移植 过 来 ， 

在 一般 的 测度 空间 上 的 积分 理论 人 中 ， 相当 于 嗓 定 理 3 的 是 所 - 
铺 RRadon-Nikodym 定理 ， 现 在 我 们 就 来 介绍 这 个 重要 结果， 为 : 
此 我 们 要 先 介绍 一 个 娄 候 于 有 界 变 郑 国 数 的 Jordan 分 解 (8$4(18》 
式 ) 的 结果 , 即 所 谓 完全 可 加 集合 函数 的 Jordan-Hahn 分 解 . 
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| 定理 1(fordan-Hahn 分 解 ) 设 上 是 定 尖 十 .上 的 完全 可 
加 集合 陆 数 ,CB)=0,， 4(4) 汪 一 oc CAEA)， 则 有 DE， 使 当 
LE ,4CD 时 ,nd) 守 0; 而 于 AE ,ACD = 5 DLA 0. 
于 是 
L(A)= (AND) (CAE), 
HA = — CANDY) (AEA), 
都 是 .wd 上 的 测度 号 ， 
aCA)=E Cd) ud) (CACA) 
并 且 对 任意 4E.A 还 有 
H(A) =sup{2(B); BE BCA}, 
HCA)—=sup{i— a(tB); BE BCA, 
证 明 ”我 们 详 要 是 要 证 旭 这 样 的 集合 忆 必 定 存 在 ， 只 要 证 明 
了 这 点 ,其 人 义 就 都 是 很 显然 的 事情 了 ， 
对 AS. 我们 定义 : 
pr (A) =sup{u (BY); BEL, BE A, 
得 到 一 个 在 过 上 定 交 的 集合 图 数 ,. 因为 4( 铝 )=0， 所 以 有 (起 
尘 0. 令 
. B=1{B; BE 1*+(B) =0}. 
B=inf {u(t(B); BE}. 
选 BE 才 ， 使 1(B,)->8(n->c0)， 从 上 的 完 爹 可 加 性 ， 对 干 任意 
4C[j B,,4Ew, 都 有 


1 


i 


-la ne -UB ) 


中 由 一 吕 AEE， 记 以 上 CD 十 oo 对 尾音 EG 半 成 立 , 即 #7 还 
是 有 限 测 度 .。 
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ee 


PB,) =D. 


所 以 ~( !j Bp,}e0. 即 B 公 | BE 有 瑟 ， 于 是 


外 一 荆 


Da)- (Us, -Bp) ptB) 


Su BA uh = nu(B:) 


1 


一 > 三 GO) 
这 赔 明 中 (一 有 入 测 辣 一 名， 令 
D=B°-=:S—B, 


则 Ds. ,D* 一 BE 委 ， 4 (D°*) 二 p(B) 二 BP， 以 下 我 们 案 证 明 这 个 避 
即 合 平 要 求 . 

首先 当 AE.t ,4ACCD* 时 , (4)&0 是 显然 的 ， 国 为 我 们 已 有 

nut+(B)= a* (DD) :=sup{atAd); AEns, ACD} =0. | 

疝 竺 证明 的 是 当 4E., 4CD 队 pu(4) 实 0. 用 反 证 法 , 设 有 4oE.， 
hoCCD, 合 C40) <0， 癌 果 7(4o) ==0, 风 

uCAoU B)=sup{r(O; CE nA, CC Ao B) 

SpO COE, OTAdo} 二 snpfagesiCaec OCBY 

= AnD) + a CB) =0, 
于 是 4UBE 殉 ， 但 是 朵 于 如 让 五 = 局， 

ACA BY =p(A0) + (BL u(tB) =—p. 

这 与 及 的 定义 相 冲 罕 , 可 见 只 可 能 有 4* (40) 半 0. 这 时 便 有 正 整 数 


确 使 存在 AEf，4C 和 4 满足 A (4) 守 六 用 如 天 示 这 样 的 正 整 
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数 中 之 最 小 者 ， 区 BE, 吾 : 亿 宙 十 HD 祈 主 ， 由 
4 AA Et. 


H(A1) = LA) p(B) CLA <0. 


对 于 4: 重复 以 上 的 讨论 ， 又 可 选 出 一 个 最 小 的 正 整数 姑 及 
BE 已 4 使 REBa) > 站. 于 是 对 于 4 一 4 一 吾 又 有 


ka) 一 站 (4 一 及 (好 2 <0、 
这 个 过 程 可 以 一 直 进 行 下 去 ,而 得 到 一 串 包 合 干 4 内 的 ， 属 于 .of 


的 互 不 相交 的 集合 Br, n=1,2, 39,1, 4( Br) SE- 从 x (do) =O 
还 可 知 

0< “(U5) .> p(B) <+ oo. 
因 苦 不 然 便 有 

请 (4o) =p(40— Ua)+ 在 (Ua,) = 十 co。 
与 4(46) 一 0 相 了 矛盾 ， 王 是 

< (8,) < oc. 
这 说 明 必 有 和 ->oo ( 当 和 >20)， 令 
吾 一 4 一 UB., 

则 当 4E.z，4C 中 时 必 有 有 (4d 扫 0， 这 是 因为 如 时 2(4) 才 0, 冉 
有 正 整数 有 使 AC4)> 亏 . 从 定义 如 时 所 要 求 的 最 小 性 ， 知 
之 kn 对 一 团 % 都 成 立 ， 这 是 与 加 一 co 相 了 矛盾 的 ， 这 样 我 们 作出 


| 


的 二 是 使 jCB) 二 0 的 . 
车 4E.eg, ACBU BE, 则 因 BNE= 多 ， 
HA =nCAN B+ (AN BE) 
E(B) T(E) 一 0。 
可 见 BUBE 禾 可 是 从 () 式 知 


HB) = 上 Cd 一 ! B,) 
n=] 


= (A0) — [J cE,) 


< 一 Cd < 
于 是 站 (BUB) 一 五) 十 有 本 < 站 ( 瑟 ) 一 好， 这 也 与 及 的 定 闵 相 冲 
突 、 这 样 我 们 证 明了 对 于 ASEwt ,4CCD, 必 有 4(4) 守 0. 定理 证 罕 ， 


rr rr 


uA MAEA, ACD,, 
ug(A)EO MAEA, CD 
别 必 对 任意 AE.sf 者 有 
u(AND) =uAND), A(ANDY=ECAND): (1) 
A — DD) CD, AN CD— DD) CDr 
商 式 同 计 成立 ， 所 以 
HCAN CD— D0, uC AN CD— D1))s0 
同村 成 立 , 因而 #(40N (2D 一 D0)) =9， 同 再 
ECAN CD — DD)=Y, 
于 是 
HANDI= CAN CD— PDT RCANDPND) 
* 201。 


一 直 (44 门 瑟 认 一 
=R(ANDPND) +t ACAN GD DD)) = AAND,). 

同 再 可 证 (1) 式 的 第 二 式 成 立 . 

福 足 条 件 站 [21) =0， 有 (直人 > 一 ccfdE) 的 定妆 于 上 的 完 . 
人 金 可 加 集合 羡 数 称 为 上 的 符号 测度 ， 这 时 1u1=A+ 十 4 也 是 
定 交 于 .地 二 的 一 个 测度 , 称 为 上 的 全 变 想 . 

定义 1 设 (8, A, 0) 是 一 测度 空间 4k 是 定义 于 .上 的 符号 
测度 , 如 果 当 4Eeg,a(d4 = 一 0 时, 恒 有 Ad) 二 9， 则 说 上 是 甘于 & 
绝对 连续 的 ， 记 为 ke<a 

当 区 时 , 对 任意 4E.otg ,a(4) 二 0, 由 于 

atAND) =atAN DD) =0, 
六 以 uaCAND=n(ANMND’)=0, 
从 而 
J21 =a Cd) (dd) 
=p(AN DD — ntAND')=0. 
贡 11< 才 %， 由 于 对 任 党 4Eed 都 有 
PEAT 

所 以 4 <&a 的 充 要 条 件 是 | 巡 c， 其 实 我 们 还 可 以 证 明 : 如 此 
1 < 上 ceo， 则 a 的 充 要 条 件 是 对 任意 0， 部 有 62>0， 
鸽 4E 避 ，ad4) < 时 ，1a1ftd)<es， 这 条 件 的 充分 性 是 显然 的 . 
村 说 表 必 要 性 , 设 对 某 seo 盖 0, 没有 合 平 要 求 的 5, 则 对 每 一 正 整 数 


都 有 4s， 使 4(An) 过 吉 , |41(4s) 汪 eo， 令 


Eo=lim supAd, = 站 U ds 


T=l En 


则 有. 并且 从 
。202 。 


(Bra UD 4 de， 1 ->0， 


所 一 


孝 afBo =0， 但 是 由 于 


nm (D4 ll 


其 以 ul (CE) 一 1im | | 站 人 eslelsa 地 导 


定理 2 (Radon-Nikodyn 定理 ) ”如果 上 & 是 以 上 前 符号 测 
旗 , 则 有 可 测 函 数 f(+) 使 


4(4)=| flr)a CAE) (2) 


的 死 要 条 件 是 <a， 这 时 AS)<-co 的 充 要 办 人 御 是 FI 四 基于 
可 和 ;为 韭 负 的 充 要 笨 件 是 了 (2) 字 0 wa.e. .又 当下 (的 < 二 十 co 
各 ， 这 个 (2) 在 qa- 几乎 处 外 的 放生 和 的， 1 


通常 称 为 所 关于 的 有 Radon-Nikodym 导数 . 记 为 学 一 

证 明 ”关于 定理 的 第 一 部 分 ， 只 需 证 明 完 分 性 ， “证 明 当 
ug 时 ， 窒 在 浴 足 (2) 的 可 测 孙 数 {xz)， 册 于 ja 时 , 4?+<&a， 
#8， 岂 忆 我 们 还 不 妨 假 设 睫 是 韭 负 的 吕 ， 时 设 2(C4) 守 0 (AE 
Jf) 

先 考 虑 AS)<+ co 的 情形 。 注 意 如 果 了 站 一 个 使 (2) 成立 
的 可 测 国 数 ,8{ 扫 是 一 个 使 对 一 苇 A&E. 都 有 


| roaen<a(4) (3) 
的 非 负 可 测 函 数 , 则 对 任意 4Est ;都 有 
| Eco 一 ooaae=w 一 | g(r aas0. 


他 ”而 县 PS) 之 十 0 的 充 于 条 件 丰 2* C5) 之 十 co， 
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因此 
fOr) gr), C- 有 。 吕 。. 
这 告诉 我 们 应 该 如 何 去 找 FC?), 即 (x) 如 看 在 ,应 该 是 式 足 (3) 式 
的 非 负 可 测 函 数 的 * 上 上 确 界 ”， 不 过 一 般 说 来 淇 足 (3》 式 的 非 负 可 
测 国 数 是 很 多 的 , 它们 的 上 确 界 很 可 能 是 不 可 测 的 , 而 且 珀 于 在 所 
有 使 <({tzi) 一 0 的 点 处 ,这 个 上 确 界 都 必定 是 + co 所 以 不 大 可 能 
就 是 满足 (2) 式 的 男 数 ， 六 兹 这 个 “上 确 界 ”不 能 是 逐 寿 取 的 上 
确 界 ， 
令 终 表示 所 有 对 一 切 4E.x 都 有 (3) 式 的 非 负 村 汕 隙 数 的 集 
合 ,显然 恒 等 于 零 的 国 数 属于 多 , 所 以 多 非 空 ， 我 们 来 证 明 
1° 若 9 9 M2) = max {g(r), g(t) EYE, 
2” 车 gE JT) Ent), nl1, 则 9(22 =limg,(2)EY. 
设 4AE， 令 
A =AN {zr (2) e921)}, 
As= AN {x; 81 (8) < ga 2)}, 
则 4, AsSE, A:=A1U do, 4 门 4s 二 名 ， 所 以 


| gaa=| yaa+| 92)da 
A 41 aa 


<| pA +| ga( x) Lo 


uAD TT H(A) = uA). 


这 证 明了 1%， 吝 子 2"， 由 于 | g(x)da<4(4 对 -… 切 a 六 1 都 成 
立 , 而 由 Levi 定理 ， 


{ ecz) da 一 tm| go(zda- 


所 以 自然 也 有 | 49(2z)dx<p(4)， 即 也 有 JE 妈 
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现在 令 
osupf[ g(r) dos Cd 
tis 
拍 于 0 所 1(5) 之 二 co, 由 上 确 界定 义 ,存在 一 串 nS 这, 使 


-二 | go doo, t=1,2,3,.. 
RB .8 
令 

gn (FE) := max{g sr) ,Galt)}, R= 1,2,3,. 
MM gE. 目 or) gr) ,n=l1,2,3,.'， 定 尺 

f(z) = limga lr). 
我 们 往 证 明 这 个 A(z) 就 是 使 (2) 式 成 立 的 “上 确 界 " 呐 数 . 
旭 然 了 (rz) 是 非 负 可 测 的 ， 由 2°,fE 多 并 昌 由 Levi 定理 ， 


| fda=lin| go) da 


之 lin| ga (Tt) de 
Lm 7 
。 1] 
>lin( 0 一 计 )=0 
HH bi 


类 以 | f(z)da=0. 


全 
yA) = uCA) —| f(s)aa (AEA). 
风干 EY,? 是 以 上 的 一 非 负 测 诬 , 
难耐 
a 
on 一 2 一 下 


是 .上 的 符号 测度 ( 因 q(5) 过 十 00, 所 以 ps(4)> 一 0)， 对 出 应 
期 定型 1, 得 到 DsEx, 使 
pa CA) = CAN Drs), 9a Cd) =—rvat AN DE) 
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i 


(AEA, n=1,2,8,...) 
这 也 就 是 说 对 任 党 4Ew， 
vAN DW) > AND, », v(ANM De )<2a(AN Ds 了》 - 
于 是 游 间 goi(2) 表 D， 的 示 性 国 数 , 则 
| .Creep -六 wo)jaa= | fa) dnt [ano, Lda 


=| fat BacaND,) 


<| fodatr(AND) 
<| fr)ea tr 4) =n(4), 
这 说 明 /+ 二 pasE2。 从 而 应 有 
o=| fare [Lf (2) + igo,(s) laaco0, 


于 是 | Pp, (2) dg | Pp (XI Lr=0, 


进而 
a{ Di) =0, n=1,2, 


仿 五- UD., 则 BE ,olB) 二 9。 所以: 如 有 下 [有 二 0。 双 从 


T=1l 


a(B) =0 知 [ fz)aa=0, 所 以 


»(B)=1(B)—| f(r) da=0. 
注意 v 是 一 测度 ,所 以 对 任意 4AE.A，, 4CB, 都 有 2(4) =0, 从 而 
vANB)=0, (4Ewt) - 


男 一 方面 , 对 任意 2, 部 有 
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vB ) DE) Si a Ds) 


1 
十 ce。 


所 以 2{8*)=0， 总 之 , 对 于 任意 4E.， 
Op(A)=v(ANB) TY ANB') 
<y(ANB) TvCB') =0. 
这 说 骨 
ntA)=| fda. 
即 (2) 式 成 立 ， 另 外 , 由 于 现在 AS) < 十 co， 所 以 12) 还 是 基于 
E 可 积 的 . 
再 看 AS) = 十 co 的 情 形 ， 令 
=1{B; FEAT) < 十 cc)， 
取 BB, 亏 委 ,后 
lima( B,) —sSUp g(tB); BEB} ENN) < + no, 


| RR - 
令 下 一 【j 有 则 BAEG, BACB,T ,nl, 
t=1 


因此 


“外 二 


df B* )= Time(B3) 一 SUbpfwrDD) BEW). 
， 放 站 3 


令 
af 一 Cd4 门 (3 下 (AE.A, BS =), 
则 ps 是 ,上 的 测度 ,Ha(S) 之 十 co pa<a， 所 以 由 前 自 证 明 ， 有 
韭 贷 可 测 贸 数 fa(2), 使 轩 呈 
Rd] =| fz, AE.A. 
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不 二 1， ,3 

对 于 (BI 一 B。*1)* 的 任何 可 测 子 集 如 ,4,() 二 0, 所 以 
f(s) =0, oa.e, TBL— Br-1)°. 

定义 

fr CE) , 当 xEB*— Br_ ,n=1,2,"** 

(0 -| 十 co ， 在 别处 ， 

出 /2) 是 非 负 可 测 函 数 ， 往 下 证 明 这 时 (3) 式 成 立 ， 

没 4 如果 of an Us: ) )-。 则 有 


n=1l 


(nln) 


-etan U (BB )= DanN (Bi— B*_ 1)) 
如 一 1 n=l1 


= Sip,(A) = S| fn 


从 王 1 坟 二 1 


| fr) da 
1 Nn 《B 六 -如 闪 _1) 
2 A 
如果 
(an ( UB ) )}=>0, 
s 2 二 


则 这 时 必 有 2 4 一 十 ce， 因为 如 果 (由 < 十 ee， 则 对 任意 六 


都 有 
Cn 和 4 ul U 克 ks. 
， z 
«o>a aN (UB: ) ): Us ) 
=atd B* } 
注意 m->co 时 ， 


| UB: )-4 U B* -sup tac’; BE}. 
， =4 
sup {amt B); BEHB} sup{a( Cn))} 


十 Sp {a(B); BBE}. 


产生 矛盾 ， 另 -方面 在 4n( U Bx ) 上 了 (2) = 十 co; 所 以 


D5 


je Je : +o. 


可 见 这 时 仍 有 4( 人 4 二 | f(z)da， 总 之 f(z) 确实 使 (2) 式 成 立 . 


最 后 证 明 所 述 f(x) 的 瞧 一 性 ， 设 另 有 一 个 奈 也 满足 (2) 式 . 
因为 (9)<< 二 oo， 了 f(z) 关于 & 可 积 ， 因 而 是 %- 儿 乎 处 处 有 限 的 . 
沙 感 呈 儿 乎 处 处 痛 定 光 的 国 数 9g(2) 二 了 2) 一 (2), 对 任意 AE， 


| 5 &x 一 | ADaa 一 | Bs) dr=0. 


* 209 4 


鱼 此 9fz) 一 0a-a.e.。， 即 六 gz) 一 站 (2 ga.e.。 于 完 . 

以 下 我 们 讨论 有 关 乘 积 灾 度 和 Fubini 定理 的 问题 . 

设 ( 六 ,A)，(T, 知 ) 是 两 个 可 袖 空间， 对 二 ECS xT，zES5, 
3E 了 ,还 是 分 别称 

Er 人 A (x, 护短 有 UE A {es C(x, EE} 
为 加 在 2 外 和 在 外 的 截 口 。 义 称 4Ewf，BE 当 的 对 积 4xB 为 
总 X 了 中 的 可 测 抱 形 , 由 SxT 中 全 体 可 测算 形 所 产生 的 , Sx 人 工 的 
子 集 的 0- 域 , 称 为 乘积 0- 域 , 记 汶 .x x 和 啊 ， 这 I(5 xT, wf x 史 ) 
也 是 一 可 调 空 间 , 称 为 可 测 空间 (3, 0), (TT, 吏 ) 的 莱 积 空间 . 

引 理 1 如 果 吾 是 线 积 空间 (3xT, wl x 吕 ) 中 的 可 测 集 ， 即 
斩 Et x 邱 , 则 对 于 任意 xzE8, 如-E 吕 , 对 人 尾音 yET, RYE cA. 

内 如 果 了 (ww， 拉 是 (9x 于 ，of x 涩 ) 上 的 可 油 困 数 ， 则 对 一 切 
3EB fr, 9) 都 是 妆 的 (T, 更 ) 上 的 可 测 荐 数 ， 对 一 切 ET, f(x, 9) 
都 是 z 的 (3 gt) 上 的 可 测 扼 数 ， 

证 上 ”如果 加 -本 x 吾 是 号 x 有 的 可 训 和 矩形, 则 

‘iB, rEd, ; 44， 站 了 5 
“ig, 当 xE4， -这 当 yGB， 
所 以 定理 的 第 一 个 结论 对 所 有 可 测 矩 形 都 成 立 ， 用 羌 记 尽 x 外 中 


使 定理 的 第 一 个 结论 成 立 的 子 集 的 集合 ， 由 于 对 任意 C5 xY， 
4E4 ,部 和 


证 


(Bi) (CB): CEI)"=L(E YY, 


(Uz.) = Ue, Wa) = Up 


二 


( 5 ) = 站 (a5 站 5,) = {0} cas, 
六 时 过 Tt 交往 二 EA | 


CxEH, yET). 
易 见 字 居 --0- 域 ， 从 而 从 二 fl x 弦 ， 这 证 明了 定理 的 第 一 个 结 
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一 和 | 


论 ， 至 上 第 二 个 绪论， 只 要 注意 到 jay 幻 可 测 的 充 豆 条 件 是 对 任 
塌实 数 4 
{fz WI (x, > a) 

都 属于 sf x 秒 即 从 第 一 结论 推出 ， 

现在 假设 (8, wf, 4&) 和 (T, 绍 ,v) 是 两 个 有 限 的 (完备 ) 测度 空 
间 ， 如 果 吾 是 一 Sx 了 中 的 可 测 失 形 ， 吾 一 44x B,ps(#, 芒 是 其 未 
福生 数 , 则 不 仅 对 一 切 zxE5,gs(ry 引 是 8 的 可 测 请 数 , 而 且 
PCB}， 洁 2 亿 壬 ; 


Br (2) Sj vs, yayv = | 


0, 当 X44， 
还 足 z 的 可 测 函 数 
| wata)dn = nA)r(B). 
同样 ， | (| dp )ar = 6)»(B). 
所 以 


| (| ez (x,9) 人 JE -| (>: Cx, 9) dp Jav: 


中 六 


贝 寺 可 测 和 矩形 的 交还 是 可 视 征 形 ， 可 测 和 矩形 的 有 限 并 都 可 下 成 互 
不 相交 的 可 蔓 矩 形 的 有 限 并 ， 而 当 刀 是 互 不 相交 的 可 测 矩 形 吾 ， 


Eas, En 的 有 限 并 时 ， slr, 3 一 orifzyg) 所 以 这 时 仍 有 - 
t=1 


{psc Dai (ec 


冯 之 对 由 可 测 抵 形 的 有 限 放 所 构成 的 域 ( 记 为 兴 ) 中 的 性 春 召 ， 上 
述 等 式 成 立 ， 现 在 我 们 来 证 胃 

引 梁 2 对 了 本 乘积 空间 (Sx 了 T，f x 窗 ) 中 的 任意 可 济 集 8， 
积分 


9 2 


i ee 
rm 


| pals, Pa 和 | pre,y) An 
T JJ 定 


都 分 别 是 x 的 和 站 的 可 测 函 数 ,并 且 


| 人 (| es (x, ¥) da») dp =|({ wet, gyda )ar. 


证 明 令 祷 表 上 5xT 中 所 有 使 上 述 性 质 成 立 的 可 测 集 全 所 构 
下 的 集合 ， 我 们 要 证 明 窑 =. 过 x 哎 ， 
首先 注意 , 如果 8,E3F, ,CEs % 二 1,2,3,:… ,| ge, C0, 
是 3 了 二 的 一 申 非 负 可 测 前 数 , pfz, 入 过 pari(x, 拉 ,并 且 
limgs, (x, 9) 一 六 四 fs #), 


此 处 召 : [ BE.， 十 是 由 Levi 定理 易 见 下 一 【| .E. 辐 样 , 如 


踢 到 生 
果品 生产 ,可 书本 ,4 一 12,3 5, 则 门 素 E 实 ， 这 是 因为 当下 
t=1 

YE 时 ，E* -SxT- 吾 显然 也 属于 灾 ，( 注 意 pr(r, 所 = 1 一 
Petr 二 0 7) 之 十 oo,) 男 外 我 们 还 尼 知 党 忆 家 

对 于 实 亡 灾 , 如 果 

1° 藻 忆 之，， 

2° EE HH FEF,, . 

3° ME FCF EC PF OF ,sR=1,2,3,.., 


恒 能 得 出 [| BE,， 门 fe 
n= 咎 一 人 


则 我 们 就 说 实 | 是 产 的 - -个 正规 子 族 . 安 本 身 已 知 是 灾 的 正规 
子 族 ， 用 实 。 表 灾 的 所 有 正规 子 族 的 交 , 易 见 丈 。 仍 是 窑 的 正规 
子 族 , 它 是 多 的 最 小 正规 子 族 . 

对 于 任意 GE 人 ， 仿 

EG) = {EE, ENG, ENG, EN 于 
= 人 2 。 


由 于 知 是 一 个 域 ， ECG). 又 如 果 Ens "CYCO), ECEnris 
,> Posi 一 2,3,… 则 遇 2。， 骨 P.E& (6). 这 是 央 为 天 机 和 


对 于 递增 序列 的 并 和 递 降序 列 的 交 是 封闭 的 〈 即 完 具 将 前 边 说 的 
性 质 3", ) 于 是 易 见 2 (2) 是 多 的 一 个 正规 子 集 ， 从 而 由 天 。 的 定义 
名 (四 轿 守 ,。 这 证 朋 对 任意 GES, BEF， 
| GNE, GNE', GNB, GN E° ， 
部 属于 ZY， 再 取 F, 中 任意 元 素 已， 用 同样 的 办 法 作 多)， 上 面 
证 明 的 带 实 就 是 名 CC ( 吾 ?， 于 是 8 ( 瑟 ) 也 是 实 的 一 个 正规 子 
读 ， 有 从 而 灾 oCCY(H)， 注 意 EZ 任意 ,这 证 明 灾 s 是 一 一 个 域 ， 
另外 六 已 知 Fo 二 儿 和 史 , 从 王 递 增 序列 的 并 ， 递 降序 刀 的 交 对 
队 ， 因 此 窑 。 是 包 售 客 揭 一 个 - 域 . 坝 乘 积 -代数 的 定义 于 0 
sf x 哆 , 于 是 实 Dot x 天， 可 是 灾 中 元 素 都 是 乘积 空间 中 艇 各 
集 ， 内 此 严 = 以 x 疙 ,证 完 ， 

定义 2 对 于 有 限 的 测度 空间 (8, .ts pa)， (2 哆 , 坊 吨 屿 积 空 
间 中 的 任意 可 测 集 BE.A x 务 , 令 


«CB)=| (| pa Do ) en=], (| pr (es9) dp ay, 


易 见 是 定义 于 以 x 甸 十 的 一 个 有 限 测度 条 之 为 上 和， 的 本 名 油 
度 . 为 HX. 本 
从 前 面 的 讨论 我 们 知道 当 刀 一 4x B 悬 可 测 矩形 时 ， 
Ca 9) CB) =4(4A) .+(B). 和 
现在 (8xT 了 ,wb x 伺 ，# Xx) 成 了 一 有 限 的 济 庶 襟 间 ， 但 一 般 
说 来 , 它 不 是 完备 的 ,但 仍 可 和 完备 的 测度 空间 上 一 样 定义 极 数 的 
积分 ， 这 时 叭 -不 网 的 一 点 是 f(z, 四 二 9(z, 引 a.6, ,并且 f(z; 纳 
可 测 了 时 ，8(z， 轨 不 一 定 仍 可 测 、 因 此 在 这 样 的 空间 上 讨论 积分 
时 原先 的 定理 中 条 件 里 邵 果 有 a.6. 的 ， 一 般 神 应 去 掉 ae. , 改 为 
= 21F* 


定理 3 (Fubini 定理 ) 设 (如 xm wal x 好, 4 XY) 是 两 个 有 
限 测 座 空 间 的 乘积 , 则 . 


(1) 对 于 非 负 可 测 函 数 f(x, 9), 9(2)=| f(z 和 和 3》 
= | f(z,WDap 分 别 是 (5, wf) 和 (T,3) 上 的 非 负 可 神 函 数 并 且 


{fe Dalexm=| ap= | oo 、 


(2) 如 果 f(x, 四 是 (SXT,wl x 好, x) 上 的 可 积 函 数 ， 则 
-几乎 对 所 有 的 xz，f(x， 扩 是 的 可 积 函 数 ，? -几乎 对 所 有 的 
多 所 2 力 是 了 的 可 积 国 数 ， 由 


po)=|[ fr, Way, 890 一 | ft, dp 
定义 的 函数 仍然 是 可 积 的 ,并 且 有 
{gan= | MDer= | fn Da rv) (0) 
证 明 先 看 (1) 当 f(z,) 一 pa(z, 引 ) 是 EE. x 更 的 示 性 国 
数 时 ， 
[fe nau xy) = hx») (8), 
所 以 从 乘积 测度 定义 即 知 所 述 结论 为 真 ， 于 是 当 f(z, 引 是 非 负 简 
音 函 数 时 所 述 结论 也 成 立 ， 对 一 服 的 非 负 可 测 函 数 f(x)， 到 
一 串 非 负 的 简单 国 数 pntz, 四 ,使 
Pa I Spa 3 一 二 2， 
Hou 人 (zs 的 = 的， (5,ES KT,. 


由 Levi 定理 ， 


| f(z, dn xz) =Lim| Ene, yd x 
本 和 
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一 一 ee 


| fe, Wah = lim | w， (x, Va, 


{f(a dy = inl poe Way. 
注意 
ga pls, Day, hl A| pulz, Pdp 
都 分 别 是 x 和 yY 的 非 负 可 测 函 数 ， 
ga (8) Grr (2), ho (WL a1. 


所 以 同样 由 Levi 定理 有 : 
{fner ) dp ={ (im| scr Wav Yip 


-tml ene) 


=1im| pz dn xy) 


Ls 


=| fr, Dd lp x»). 
辣 世 了 


[fa ) ty =| (rimf estz， dr) dy 


=lim| (| poz, Din) dy 


La, 


=lm| pz, d(x») 


= | fr yd Ch x »). 
有 


四 看 (2)， 因 为 这 时 |f(z， 纺 1 是非 负 可 积 隔 数 ， 所 以 由 已 证 
山 的 (1), 有 
*» 21F * 


[lrc, 1» ) in=[ (| f(z, Wid) dy 
=| ifs, lau x») <+o. - 
从 而 
(fe +oo ae fa 于 人， 
| fC DIan<+eo a.e.(») 于 人 T. 


结合 引 理 1 便 知 4K- 几乎 对 所 有 的 x 了 (Cz, 引 是 音 的 可 积 阔 数 ，»- 
几乎 对 所 有 的 关 f(z, 引 是 x 的 可 积 销 数 . . 人 


g(x) =| for yur, RCy) =| fs, ya 


分 别 是 4- 吕 平 和 »- 儿 平 由 处 有 定义 的 省 数 . 分别 考 虑 f(z, 引 的 
正 部 f(z, 办 和 负 部 f(x, 四 , 往 意 到 


on) = | Fa, ar —( f(s, dy, 


he) | fr Cx, gan—{ f(s, dn. 
便 可 从 (1) 得 到 gCz) 和 4(9) 的 可 积 性 和 (*) 式 ， 证 完 T 
仿照 “数学 分 析 " 中 对 黑 次 积分 的 记 潜 ,(*) 式 常常 被 写成 
{anf fos, Wear= {ao| fz, Van={ fs, Walpx»). 
有 关 一 般 济 度 空 间 上 的 积分 , 我 们 就 介绍 到 此 为 止 ， 作 为 结尾 ,我 
们 再 介绍 一 个 名 词 : 当 g(z) 是 及 : .上 的 有 界 的 单调 逆 增 的 右 连 续 卫 
数 ,oo 是 由 它 产生 的 Lebesgue-Stieltjes 测度 时 ， 在 (及 5 io, oy) 


a eeoreyesrwipeeevnoevronefereeucrne rr 
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第 六 章 ” 国 数 空间 瑟 " 


在 本 之 中 我 们 总 考虑 复 什 实 变 函 数 。 首先， 每 一 个 复 值 实 变 : 
函数 了 (x) 都 可 以 写 戌 f(z) 二 x(x) 十 iv(z) 的 形式， 其 中 w(D)， 
v(x) 是 两 个 实 值 的 实 变 函 数 , 称 为 1(z) 的 空 部 和 虚 部 ,这 里 i 自然 
是 虚数 单位 v 一 了， 所 谓 f(x) 可 测 是 指 xs(z) 和 w(x) 都 可 测 ， 当 
u(z) 和 wv{z) 都 可 积 时 ,我 们 就 说 f(z) 是 可 积 的 ， 又 

(fa) | = {8 (8) Tog)} 
称 为 /zy 的 模 ( 范 数 )， 由 于 - 
max{jaz(tz)|l, or) 1} EF) [a [+ [rts)l. 
所 以 在 已 知 了 (z) 可 测 时 ，F(z) 可 积 的 充 要 条 件 是 |1f(z)1 可 积 ， 部 
复 传 实 变 郑 数 的 Lebesgue 积分 仍然 是 “绝对 收 贷 ”的 .紫外 定义 


| f(odz=| uz)az+ i VE) YT, 


这 时 积分 的 一 些 初 等 性 质 以 及 Fubini 定理 和 控制 路 化 定理 等 定 
理 仍 然 成 并 . 
在 本 攻 纪 初 ，Efilbert 以 有 限 弘 性 方程 组 的 解 去 逼近 无 穷 线 


性 方程 组 的 解 ， 研 究 了 具有 性 质 了 |zsj*< 之 1 co 的 数列 ze 站 7 
t=1 


后 来 Schmidt 和 Fréchet 将 Hilbert 的 理论 与 其 氏 空 间 相 比较 , 便 称 ' 
一 (Xi, To …) 为 室 间 中 的 点 ， 而 对 于 两 个 点 昌 一 (iy Ta "+*, 


t=1 


na ) FF = (Yi, Yes", Yn )( 注 总 I < 十 co 3 


"2217 » 


Te en er 


这 义 它们 之 间 的 距离 为 


了 
DKzy 的 = {Dl ys 站 ， 


这 便 产 生 了 现在 称 之 为 1? 空间 的 概念 ， 也 许 是 受 了 Fredhofm 理 
论 的 影响 ， 在 1907 年 F. Riesz 和 Fréchet 同时 提出 把 六 中 的 点 
改 为 区 间 [ 1 上 的 嚼 数 f (7， 原 来 机 于 序列 二 的 条 件 自然 变 成 


二 Gep Par< +eo 而 得 到 所 谓 的 空间 过. 这 是 一 个 与 R" 很 可 


似 拘 空间 . 后 来 人 们 又 进一步 推广 这 -思想 而 考 虐 使 | 乒 节 1 可 
积 的 函数 A 克 , 引 出 襟 间 工 ?，( 以 下 我 们 总 假定 Bl ) 这 就 是 本 
章 所 要 讨论 的 对 象 . 


§1 空间 工 "， 


以 下 我 们 总 假定 吾 是 到 "中 一 可 测 集 ,mm 及 >0、7m21 是 一 结 沁 
的 实数 ， 考 闪 所 有 使 |jz)1? 在 至 上 可 积 的 画 数 72 所 构成 的 国 
数 类 芭 ", 四 于 

latb|<2maxt|al, 18|), 
易 见 | 
| (me + g(r) [ree27( | (8) ?+ [gC |), 
国 此 在 fo，8(2) 都 属于 到 2 时, 必 有 
af (2) + bgtr)E YE?, 
其 中 4,5 可 以 是 任 次 的 常数 .这 表明 妈 ? 是 一 线性 系 统 。. 
任 党 f(z), 9 (2)E? 定 六 


oF (9),967))=(), IF 9 tre 


轿 然 芋 ?" 是 一 线性 系统 , 所 以 
218 。 


OsEp(f (2), gr)) < + oo. 
显然 p(tf 《2) ,7 了 20) 一 0， 得 是 从 P(f(2),5952)) 二 0， 却 只 能 推出 
jz) 一 g(x) a.6, 于 如 ,而 不 能 得 出 一 定 有 fz) 一 9{2). 另外 如 果 
T(z) = 9g) 一 gifz) a.e. 二 EB, 
Wf gg) =f 于 而 
pFOE) gO) = pf (8), g(t)), 

所 以 我 们 不 应 污 把 多 ?> 中 的 国 数 看 成 点 ， 而 应 该 把 4 中 的 淫 数 加 
拟 分 业 , 使 同一 类 中 任意 两 个 国 数 都 是 在 总 上 几乎 处 处 相等 芍 , 而 
属于 不 同类 的 函数 则 不 会 儿 乎 处 处 相等 。 然 后 把 如 此 得 到 的 那些 
函数 类 做 为 垂 间 中 的 点 ， 对 于 分 别 包 售 frz) 和 9 (0 前 两 个 类 
点) 定义 其 闻 的 距离 为 


(1 17 一 Colinazy 
‘dF . 
我 们 以 后 就 用 L?(B) 来 表 东 用 上 述 方式 定义 好 了 点 与 点 之 间 的 中 


离 的 函数 类 的 集合 , 称 之 为 { 玉 上 的 ) 函 数 空 间 [7(8)，( 当 光 必 要 
特别 标明 媚 时 , 宁 简 记 为 5?. 又 也 (可 常 短 记 为 LC(B) 或 下， 对 于 
IL"(E) 中 包含 f(x?) 的 类 ,就 记 为 了 而 县 还 称 为 函数 ,也 就 是 说 不 严 
格 区 分 L?(B) 中 的 元 案 与 多 中 的 靖 数 ， 

欧 氏 空间 中 点 与 点 之 间距 离 三 个 最 基本 芍 性 质 是 : 

(i plz 失主 0,p (zx,D 一 0 在 且 愉 在 x 对 成 立 . 

(GD ps, =p (9, 2). 

(iii p{z, DEPE, 2) + {zDD, 
对 十 L? 中 的 距离 来 说 , (已 知 成 立 ，( 这 是 显然 成 立 的 ， 下 面 我 
们 要 证 明 (i 这 也 成 立 ， 为 此 需要 对 来 证 明 一 此 重要 的 不 等 式 ， 

首先 , 从 Lagrange 中 信 定 理 易 见 

I 一 (X11) 《< 人 二 1 


一 了 3 


并 且 等 号 在 且 只 在 z=1 时 才 成 立 ， 现 在 令 x = 百 (ae>8>>0, 则 
得 


并 且 等 号 在 且 只 在 a 一 6 时 成 立 ， 两 端 同 乘 以 5, 则 
ampl -mh ma—b) :amtb(i—m). 
令 a 一 ,B= 二 1 一 mm, 则 + 二], 
arbesc ag t+ ba, (1) 
并 且 等 号 在 且 只 在 45 时 成 立 . 
_ 定理 1 《Halder 不 等 式 ) 如 果 p>>1,9>1, 方 + 诗 =1, 人 
7(B),9E IA(B), 则 f9EL1(E) 并 且 
[vg co Iazs(| fe la (| tga)™ 02) 
其 中 等 号 在 且 只 在 1f1? 和 191* 相关 一 常数 因子 时 成 这 ，( 通 常 称 
庄 足 定理 中 条 件 的 一 对 ,4 为 一 对 共 辆 指数 ) 


证 明 如果, 9 中 有 一 个 是 驹 ， 则 (2) 式 太 训 两边 都 是 零 ， 
等 式 成 立 ， 以 干 设 f,9 都 不 是 零 ， 于 是 


| rpTPar>o， { 1g) 1ras>0. 


由 (了) 式 ; 对 xEE, 如果] 了 (x) 1 ,19glx) | 都 大 于 零 , 则 
| 


(jls) 17ar) (flgca) es) 


lf) 1 9 
aa gf 
F 吾 
将 上 式 遇 过 都 在 至 上 和 相 分 便 得 到 (2) 式 ， 而 且 易 见 要 使 (2 式 中 等 
号 成 立 , 必须 是 只 需 (3) 式 中 的 等 号 凡 乎 对 所 有 的 zE 五 都 成 立 . 
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由 于 (1) 式 中 第 号 成 立 的 兖 要 条 件 是 4-5 所 以 (3) 式 中 竺 号 
成 立 的 充 要 条 什 起 
fl? lo 
| Cez | fg) rad 
即 1f1? 和 191" 只 差 -常数 因 子 . 所 以 (2) 式 在 且 只 在 |fl" 和 1gls 
相 莽 一 常数 因子 时 成 立 ， 证 完 . 
网 为 


| fg Yaa | ie)e(ey ez 
所 以 从 定理 1 立即 可 知 z 
609659asl(| ea (Fg ay 
定理 2 (Minkowski 不 等 式 ) 如 果 Pp 这 1,f,9EL7?(), 则 
(s+ enae)” z 


< eras) + oY) 


当 ?> 上 时 ,上 式 中 的 等 号 在 县 只 在 了 和 yg 相差 一 非 负 珊 数 因子 时 
成 立 . 


证 明 en 
显然 成 立 的 ， 现 设 p>1, | 17(Ge) +g(z) 1zaz>0， 4 
出 ?, 9 是 一 对 共 罗 指数 ;到 

h(z) = 1 f(z) + g(r) 1, 

则 ELBE)， 所 以 自 H6lder 不 等 式 知 


{se a ar<(| Ga Pre + ra), 
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[ew meas) sm ay (se re oj (5) 
注意 全 一 ?一 1, 便 得 
| Fo tg) leds= | 1 fe) 9(2) ha)ds 


二 | 7 ls)ast | 19Cs) aC) de 


< 00 a) 
EE 


+(| ec az “信人 +o la). 0) 


以 Cf 17) + 9(z) rds) 除 上 式 两 端 , 便 得 (4 六. 


要 使 (47 式 中 的 等 号 成 立 , 必须 县 只 馈 C(5) 和 (6) 中 第 一 个 不 第 
式 都 是 等 式 、 合 (5) 中 二 起 为 等 式 的 充 要 条 件 是 | 11?"，|917 都 只 
和 如 差 一 常数 因子 ， 由 于 3 关 0, 所 以 | 并? 和 191? 之 间 也 只 差 一 
常数 因子 ,比如 说 1 了 ?二 4]81?， 如 果 4 二 0, 则 
fz) —0.907) a.c. "FE 


如 果 42>0, 则 . 
1FCx) | =P|9g(x)| a.e. 于 刀 . {7) 
现在 进一步 考查 使 (6) 中 第 一 个 不 等 武 成 为 等 式 的 条 件 ， 首 先 注 
意 3 关 0 1 19 都 和 和 只 相差 一 常数 因子 ， 四 此 几乎 所 月 鲁 
5(z) 二 0 的 z 都 使 f(z)==9(z)=0. 邻 可 =B8[x; AhCz)>0]， 则 
m 刀 >>0。 要 (6) 式 中 第 一 个 不 等 式 龙 等 式 , 就 是 要 在 有 上 形 乎 处 
处 有 
JF) + 90) | =17(2) | + 19g) 1. 
这 相当 于 说 要 Fe 和 g(x) 的 辆 角 Argf(z) 和 Argg(x) 在 如 上 几 
平 处 处 相等 (注意 ,由 (7) 式 及 在 杏 上 人 >0, 知 在 局 上 f(z),9 (2) 
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都 是 六 平 处 处 不 等 于 稚 的 })， 寺 是 从 (7) 式 及 在 一 上 f(z) = 
9 (7) 一 0 a.e， 便 得 到 
Tr) = Alro(r) 3.86, 于 EE. 
即 /和 yg 内 相 莽 一 非 负 常数 因子 .证 完 . 
再 了 Minkowaki 不 等 式 , 我 们 妆 即 便 可 还 明 L?(B) 中 点 与 点 
间 的 距离 也 是 具有 性 质 {iii) 的 , 即 有 下 述 “三 凶 不 等 式 "成 立 ; 
pf DEp(, RT oh 9), 
其 中 9， hEL?( 刀 是 任意 的 点 ， 事 实 上 


pf n= (| 90 Leis) 
<(| df AD a 9 1) dr) 


<({. [FFC — h(x) Pay 人 (| jh) rn az)” 
=p(f, AR) + p(k, 9), 
#' 于 JEL?(E), 我 们 令 
f= pd 0 = (| fe) 11722) 


称 之 为 了 上 的 范 数 (Norm)， 于 是 

(iD Nfs 汪 0，1fls 一 0 当 且 仅 当 f=0. 

(iD) Hefly=Teihfls, 对 任意 复数 w， 

Cii) [f+ olpe 十 和 (FF， vEL?CE)). 
例 1 我 们 前 面 已 申明 p 是 不 小 于 1 的 实数 ， 应 该 指 出 当 


了 0p<1 时, Minkowski 不 等 式 一 般 谨 来 是 不 成 立 的 ,比如 2 一 到， 


.8 一 [0,2], 
(1， Orly 
,1<z 二 


口 ,0s wl, 


1,1< 7x2, 


f(z) = g(a) = 
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则 |f13, 191? 都 是 相思 上 可 积 的 ， 或 者 说 f.9EL:([0,2]), 但 是 


(fife toc tiae) =(| 14r) =4, 


(ot) (hy = 
(setts) -dr 


(Fife to iar) > (Tlf tar) + (lsce) tas). 
在 IL?{E), 0O<p<1, 中 Minkowski 不 等 式 不 成 江 ， 所 以 不 能 用 
(jf) 一 gs) 1rdz) 来 定义 两 点 声 9 之 间 的 距离 南 于 当 
0 一 p<1 叶 , 有 (7) 二 (1+z)? 一 1 一 z? 的 导数 在 z>0 时 为 负 ， 所 以 
latblrcart be Ca,b0). 
从 而 如 果 f(x),9(z) 都 是 五 上 的 可 测 函 数 ,f(z)|?, |9(z) 1? 在 在 
上 可 积 , 则 
| lfFC) 9 rar | lf) leart{ gs) rds 
从 而 对 于 任意 ,9,8EL7(E), 都 有 ， 
[fen -gn ra te 一 MIaz+ | [BCx) — g(x) eas. 
这 说 明 对 于 Lr(B),0<p<<1, 我 们 应 该 用 | 
pOfs9) = {fe)—g Ce) rds 
来 定义 两 点 了 9 之 问 的 距离 ， 这 时 性 质 (G (ii)(iii) 都 具备 ， 可 是 
一 般 说 来 
p(af, 0) = {efta) sas = al | f(z) rds 


EE 


康 以 
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关 |z|| 1f (2) Ids. 
所 以 这 时 
Wis=pCf,0)=|, f(s) 17az 


是 LAE) 上 的 一 个 范 数 ,因为 它 不 具备 范 数 的 性 质 ( 站 、 正 是 由 
于 当 0<7<1 时 的 ?和 pp 宕 1 时 的 了? 之 鹿 的 这 种 质 的 盖 异 ;我 们 
才 总 限定 jg 尘 1. . 

在 王 ?( 召 ) 中 有 既 已 建立 了 距离 概念 , 自然 就 可 以 定 允 极限 : 
定 久 1 设 fEL?(B),f,SLI(B), 4 一 1,2,3,…. 如 果 当 co 
时 ,Pp (fn 让 ->0， 汪 即 了, 一 了 =>0， 则 我 们 就 说 jf 是 有 平均 
收 化 于 了 的 ;或 说 是 在 LI?(E) 中 收 仑 于 站 的 , 记 为 
Himfs=f. 
例 2 设 f(x)==0， 
Li 当 0<z<< 二 时 


Fut) 一 
在 别处 ， 


虽 在 [o, 13 上 显然 有 
lim7u(z) 一 Fa) 
但 当 把 它们 视 为 7([0,1]) (之 1) 中 的 元 素 时 ， 
pss)= (fs) fn) rd Yn" >+o0, 
所 以 在 I?4[0, 1) 中 ， 允 imy。 -了 不 成 立 . 
例 3 着 fg(z)] 5 是 第 四 章 35 的 例 中 所 作 的 那曲 曙 数 ， 
P47) 二 0, 则 当 p21 时 ,在 PP([o1]) 上 上 


1 
.) 1 
pipe) (Miges) dz) ->0 (x .>00). 


s 克 空 阁 a 


即 区 io 二 多， 但 是 + 在 [0， 1] 上 是 处 外 不 收 敏 于 p(tz) 的 . 


《因为 它 是 处 处 无 根 限 的 ，) 

应 该 指出 平均 收敛 的 娠 念 是 有 广泛 应 用 和 的， 举例 来 说 ， 我 们 
知道 确实 有 些 物理 癌 题 所 列 出 的 偏 微分 方程 边 值 问题 根本 没有 可 
稚 的 解 . 面 对 着 这 个 情况 , 能 说 这 个 物理 间 题 没有 意义 吗 ? 因 为 微 
分 方程 边 值 问题 ,常常 只 是 所 讨论 的 实际 问题 的 一 种 近似 ,一 种 建 
想 化 后 情况 ， 它 的 间 些 系数 都 不 是 准确 和 的， 所 以 我 们 应 读 太 近似 
的 观点 米 看 待 边 值 问 题 ， 一 定 要 在 连续 可 微 匈 数 的 范围 内 寻求 方 
程 的 解 ， 往 往 是 没有 道理 的 .为 此 大 们 引进 广义 解 的 概念 .例如 
对 波动 方程 | 

Az 一 Fr=F, 
Wr, 2 0) 一 下 0] 一 全， (8) 


Bal 
DBR.s 一 站 。 


S.L.Sobolev 就 考虑 一 巾 消 数 六 可， 使 


持 沙 革 


Lim||| (Ps—P) drdydz =0, 
上 


假如 
Bu 
和 到 一 7 一 下 
u(r SO0) == wT 2 0) =0 
du| 
Dn 8 一 本 
的 录 菠 解 后 使 得 


lisn | | (Cun &) drdydz=0, 
5 
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ra 


他 就 说 4 是 方程 式 (8) 的 广义 解 ， 广 义 解 昆 右 实际 的 物理 恋 义 
的 空 . 四 
定理 3 如果 在 并 ( 可 中 红 im 加 一声 则 在 吾 上 fn(%) >f(2). 
证 明 对 于 o>0, 令 
An(0) = BLz; [fn(z)—f(z)|>0, 
则 

lf -fn rar lf 一 Fe)ipas 

ormA, (0) 0. 

由 于 缘 imf。= 了 ,所 以 上 式 左 边 趋 于 零 , 而 o>0， 所 以 必 有 
mA (o>0. - 

定理 4 如 果 在 LP(E) 中 ,从 mf 一 f, 又 在 及 上 几乎 处 处 有 
Seimf,(2) =9(2), 则 f=9. 

证 明 从 定理 8， 扣 (5)->f(z)， 因此 由 下. Riesz 定理 ， 有 
{fa(z)) 的 子 序列 { 户 ,(z)} 使 im fn(4) 二 f(z) a.e. 手 各 :由 于 
已 知 limf,(z) 一 9(z) a.e. 于 吾 , 所 以 f(z)=9(z) ae. 耶 局 

”定理 5 到 ( 本 中 序列 的 极限 是 唯一 的 ， 即 如 果 Sim 如 一 六 
Sim 岂 = 史册 了 一 9 
证 明 这 可 以 直接 从 虐 离 的 三 角 不 等 式 即 性 质 (ii 而 得 出 ， 
Op (lf, WD Eptf, fs) + pls D>0. 
也 可 以 从 定理 3 得 到 . 
定理 6 ( 范 数 的 连续 性 ) 如 果 在 77(8) 中 丝 imf==f， 网 
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站 > 
证 明 由 于 
Ba 
I 
(f=-fls = df flo=p fs, PY. 


所 以 
ho lim(H frst fb) 


一 sm 
<Uimfs fl If 1) = [fs. 


这 也 就 是 说 
limlfolo= [fl 
在 也 氏 窄 间 中 ， 关 于 点 列 的 收 作 有 著名 的 Cauchy 准则 . 加 
在 我 们 也 有 与 之 相应 的 下 述 定理 7. 
定理 7(1? 的 完全 性 ) 设 {f]S- ,是 ZP(B) (>1) 中 的 一 个 序 
列 , 则 存在 fjE 严 (加 使 Zimf= 了 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 e>0， 


都 有 六 使 mw 人 时 ， 
p (Fa) 一 上 一 加 <e 

满足 这 样 的 条 件 的 序列 称 为 L?(E) 中 的 基本 序列 . 

证 明 必要 性 是 显然 的 , 因为 

pf Fa) Ep(f,, fT pf; fn). 
以 下 我 们 来 证 明 充 分 性 ， 设 好 是 5?(E) 中 一 基本 序列 ， 由 归纳 
蕉 ,可 选取 正 整 数 序列 {ms}?-1, 使 
Mm 

mm 有 LY mn 时 ， 
"228 1 


有 1 
Ifs— fm, a KE=l,2,3, 


令 gn (7)= SY fm. (2) — fn (XY |， mm 1, 2,3, 加 浊 


则 {gmCz)}w 人 2 外 刀 上 的 非 负 可 测 函 数 的 单调 递增 序列 . 记 
limgn(2) 为 g(x)。， 由 于 这 时 也 有 
lim(gnC#))? = (g(5))?. 
由 Fatou 5| 理 ， | 
‘9rdrtiminf| Cgn(2))7dz. 
可 是 由 Minkowski 不 等 式 知 


(ee es) "< (|, [fs 一 所 ez) [ds ) 


[Pe 


_ ET i Hr 1 | 
= 2 i A Eb 
所 以 

| Cg(z)) drel, 

加 


这 说 明 9(z) 必 然 是 在 百 上 几乎 处 处 有 限 , 从 而 函数 级 数 
(fo) 一 fs 人 
Em) 

在 如 上 几乎 处 处 绝对 收 禾 ， 令 


f (5) =fo (4) + Sfma(s) —fn, (2)), 
x=1 


则 f(z) = limfm,(z), 又 


[Fz) | fn (ry) a.¢. FB. 
= 229. = 


a a 


所 以 FEL (EY, 
对 于 在 章 给 定 的 ze>>0 取 访 使 及 守 m 守 入 
| 六 一 六 os<e， 
则 当天 充分 大 使 ms 六 时 ,对 一 切 a 之 都 有 
和 天 — fn, | <e。 
广 意 
lim | f(D) — fn, (%) 1?= |f,(2)—f(r)|? 3.6, 于 加. 
再 次 应 用 Fatou 引 理 , 便 得 
Flo= (PoO 一 fear)” 
<(im inf| (f(r) — fr CH) | ?a )” 
Ee (Ci) 
这 说 明 
imf,=f, 


例 4 区 间 [0,1] 上 全 体 Riemann 可 积 函 数 掖 距离 
ddfs9) = gn) la 


构成 的 空间 是 不 完全 的 . 
证 明 将 (0，1) 上 全 体 有 理 数 排 成 序列 {r'}。， 对 每 一 # 作 世 

含 王 [0O，1] 内 的 开 区 间 1,， 使 7sS1s 且 长 度 17s| <1/2"， 然 后 作 

[5 | 


(1, 当 xz U Ing 
(2) = "7 _ 
lo ck=L0,1]— Li. 
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及 消 数 序列 行 , 27): 


1， 当 se 日 工 ， 
oj 五 “ 凡 二 1,2, 9, 
0, 在 别处 . 


吻 见 在 [0,1] 上 处 处 有 limf(z) 一 f(z)、 福 意 壤 m>>, 则 


1 UL 


fF) = em 


全 和 本 
及 m( U /js D0) 便 知 
下 此 二 特 十 了 业 一 到 中 让 


一 到 十 了 


lim (fn fm)=0, 


旬 定 理 7, 应 有 9E 天 人 [0， 匡 ) 使 开 imj 一 9 以 下 我 们 来 证 骨 长 何 这 
样 的 g 都 不 可 能 在 [0,1] 上 Riemann 可 积 . 
首先 注意 由 定理 4 应 有 9(7) 一 f(z) a.8. 设 证 是 [9， 本 中 汶 
蔓 为 零 的 子 集 , 使 
8 2) = (x), eet 11— £, 
贡 病 ( 玫 o 一 吾 ) 10， 现 设 Xo 如 一 百 。 对 每 一 下 整数 如 了 交大 
的 和 ,使 
|zo 一 Pr | <17297 I ayan<apane 
出 于 wm 妊 , =0, 17s, 一 五 ! 非 空 , 我 们 可 到 *nE 六 ,一 吾 。， 于 是 


. 1 1 
[zo— ol [Ts 一 站 | 2p| nr f 38+1 一 高 * 
这 说 关 lintz 二 xo。 注意 X.ED ,Xo 人 ,所 以 9205) 一 了 2) 二 I， 而 
FoE Bo— B,C g(r0) = f(r0) =0, 可 见 limg (xr) 19(20). yts) 


在 2 点 不 连续 ， 和 由 于 wwE 刀 一 上 任意 ,1(Bo-- 1) 守 0， 由 第 五 童 
* 237 s 


-一 2 本 _ 
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§2 定理 2 便 知 9(7) 在 [9,1] 圭 不 是 Riemann 可 各 的 . 

在 欧 开 空间 中 存在 可 数 的 在 人 金 空间 中 稠密 的 点 集 ， 比 如 化 标 : 
全 是 有 理 数 的 点 的 集合 ,这 是 一 个 很 重要 的 性 质 , 人 们 特别 称 之 为 
窗 间 的 可 分 性 质 ， 以 下 我 们 来 证 明 E2(B Ts2< 1 co) 也 是 可 分 
的 、 为 简便 计 , 我 们 现在 且 只 就 召 一 [oa 村 全 及 :的 情形 来 证 明 , 

引 理 1 如果 (Ca 和 3 世 十 00), 则 对 于 任意 2 守 0,. 
都 有 [a, 上 的 连续 漂 数 交 (z) 使 1 一 ol 一 <， 

证 明 如 果 f (x) 二 w(x) 十 42(z)EL?，p(z) 一 E (5) 4 EnCs),. 
点 2 (7) 都 在 La, zi 上 连续 , 则 由 Minkowski 不 等 式 知 

人 一 昌 | 委 [ea 一 十 | 一 好- 

注意 ,2v 神 是 Z2([o 的 ) 中 的 只 取 实 值 的 国 数 ， 所 以 我 们 不 妨 假 - 
设 了 (2) 足 只 取 实 值 的 . 

鞠 设 了 了 (2) 在 La,58] 上 是 有 界 的 ， 

(F(a) EM a 

这 时 对 任意 52>0， 都 有 连续 函数 (过 及 Ect, 5] 使 1w (2) | 委 醒 ,. 
1] 而 在 [a, 如 一 —EL 


fr) = (x). 
( 见 第 四 章 $3 定理 2)， 于 是 | 
fTpCn a= | ptrart{, ,fplrde, 


<| dfl+ripl)as 
<2M ?6. 
因此 只 要 适当 选取 8, 便 可 使 上 f 一 pi <e 
:。 对 于 在 [a, 5] 上 无 界 的 了 根据 第 五 章 又 定 阳 5， 有 6->0, 使 
ACLa, 拉 ,m4<6 时 ， 
| fC) lazer/2e. 


= 232* 


再 由 第 丘 章 量 习题 的 第 3 题 , 有 正 整数 六 使 
mfzia<s<2 [f(s) |>N <S, 
令 
Fa = fn) NU 
0， ”在 别处 
出 PEL? 且 1F(z)|<<N， 基 F(z) 还 是 有 办 的， 车 令 
到 一 {v3 ord, |f (2) {SN}, 
则 
| GD 一 Pear=| Da 
入 以 四 
HFh<$ (9) 
对 于 有 界 的 P(x)， 由 前 段 的 证 角 有 连 绪 函 数 p(x)， 合 
4F 一 phy< 二 ,结合 (9) 式 恒 得 四 


eg 


Da? 


可 见 定理 成 立 . 
定理 8 洲 乒 天 (Lop) (p 之 1), 则 对 于 任意 2 二 0, 恒 有 有 


理 系 数 多 项 式 (4), prtz)， 使 了 与 次 (2) 二 Pit2) 十 ip2(#) 的 距离 


小 于 , 即 1f 一 |p. . 
证 明 设 六 ec 二 22 十 22 人 2， 则 2 都 是 元 攻 La，5) 中 的 

只 取 实 值 的 蔓 数 ， 由 Minkowski 不 等 式 , 我们 只 村 证 明 有 有 理 系 

数 多 硕 式 pi{2) 使 lz 一 Bip 过 et2 就 可 以 了 ,首先 从 引 理 1 及 其 


证 明知 有 实 值 连 续 阔 数 P(x), 使 
je— pl /8. (10) 
其 次 根据 Weierstrass 多 项 式 遂 近 定 理 ， 对 mr(z) 可 取 实 系数 多 


* 


- pe 


项 式 
2) 二 2 人 人 和 二 GE 

甘 

lop— gp<e /8. 1 《3117 
最 后 ， 利 用 有 理 数 在 及 ' 上 的 稠密 性 , 对 每 一 @ 都 选 一 有 理 数 7、 
使 
[aa 一 人 | elf(8n max{(b—a) vr, 中 下 
出 由 Minkowski 不 等 式 , 对 (8 二 86 十 PY 十 一 十 2 有 

lg— pl e/8. (12» 
联结 (107, (11), 12) 式 即 得 
jy—pls ls— ls+ le— gls+ Ig— pls 


€ £ 已 £ 
< 


因为 全 体 有 理 系数 多 项 式 构 成 一 可 数 集 合 ， 所 以 定理 # 中 的 
办 那样 的 函数 也 构成 7 中 的 一 可 数 集 合 ， 这 样 我 们 已 证 明了 
5?(Ca,5) 是 可 分 的 . 

迄今 为 正 , 我 们 还 没有 发 现 荆 空间 和 普通 的 欧 氏 空间 揭 重 大 . 
差别 , 欧 氏 空间 中 有 距离 ,天 ? 空间 中 也 有 距离 , 欧 氏 空间 是 完全 的 
(Cauchy 定理 ), 5? 也 是 完全 的 , 欧 氏 空间 是 可 分 的 ，ZL? 空间 也 县 
可 分 的 ,现在 我 们 要 说 明 欧 氏 空间 中 的 一 个 重要 性 质 不 为 L? 所 县 
省. . | 
定名 2 设 涉 是 一 个 定 交 好 了 距离 的 空间 ， 自 然 也 就 可 以 仿 
有 照 欧 氏 空间 来 定义 邻 域 ， 具 豪 点 等 购 念 。 我 们 规定 ， 刘 果 对 于 如 
中 的 任意 点 4, 恒 有 5 的 某 一 邻 域 入 (a, 由 ,使 任意 局 王 六 C8,6) 的 
无 穷 点 集 忆 在 在 疾 案 点 , 则 称 大 是 局 部 到 紧 的 空间 . 

因为 在 欧 碟 空间 中 , Weiersttass-Bolzano 定 埋 成 立 ， 所 以 说 
二 实学 。 


氏 空 间 是 局 部 列 紧 空 间 , 但 是 这 个 重要 的 性 质 , 5? 不 具备 , 基 I? 空 
闻 是 非 局 部 列 紧 空间 。 要 证 月 这 点 ,我们 只 要 证 明 能 在 于 中 找到 
一 点 了 使 包含 了 的 任何 邻 域 中 , 都 至 少 有 一 无 穷 序 列 没 有 嘱 豪 点 
即 可 ,以 下 就 L750,11, 2p 之 2 来 考 汇 。 取 一 0， 于 任意 正 数 如 取 
0 使 25 令 (7)=dcos (2nz2), 则 fs(7)EL?, 且 
: | | Cey lrdzye dl? | ds, 

即 ， 
- frENCO, 8)A{f;fEL?, fl 一 人 
可 是 只 要 * 尖 吕 , 就 有 

1f fa d= | esos (zz eos (mm rTPar 


= cos? (ZnrxIdr+i da? | cost(2maxr)ds 
0 "0 艺 


— 20: |, cos (ARNTY cos (2mart) a 


从 而 1 一 fa 上 ==& (rn 二 m)， 如 果 p>2, 则 出 Hilder 不 锋 式 ， 
2 1 
l - + zz pAr! go FP _ 
下 一 Pa (fff :az) (| az) ， 
这 里 4 一 二 了 两边 开 方 即 得 
= | i a 
这 说 明 在 {[0,1 了 (8 守 2) 中 ， {a} 1 洪 有 襄 点 ， | 
从 上 面 的 反例， 可 见 经 典 数 学 分 析 中 有 关 率 点 原则 的 一 套 行 
之 有 将 的 技巧 ,在 Er(z32) 中 都 不 能 直接 照 报 子 ， 所 以 问题 是 严 
重 的 ， 滋 郊 分 析 中 许多 重要 悬念， 例如 弱 折 扑 等 的 引进 正 是 渊源 
于 此 . 
* 3 
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习 题 


1， 证 明 : 当 m 轴 之 十 o0， p>p 时 ,Lr (8)CEP(R)， 并 谣 吾 = [0 本 举 : 
壤 说 明 Lr' 天 五 

2. 就 了 = 及: 的 情形 举例 说 明 : 当 mB 二 十 co 时 ,Lr1B) 和 Lr (四 ) 瑟 不 
也 但 ,此 处 p' 计 jp 宇 1. 

3。 证 朋 :， 浆果 了 EL?( 站 ?CB 1p 芝 rp 则 有 FE 加) 

4 证明; 部 困 9EL?() JELr(B), |f (rn) gr) ,n=l 2, 9,» 
Hmf ts) =f(s) a.e. 玫 E, 则 Zimf,~= 下 


5。 设 p,9 是 一 对 共 辆 指数 ， 站 ETP( 吾 )， ELIA.E), 入 二 1,2,3,.. "并且 在 : 
了 (8)7 和 大 (8) 中 分 别 有 字 im 一 和光 imgn 一 9 主 图 


lim| f(r | fo)7C5jez， 


此 处 gn (37,9(2) 分 别 是 94(z) 和 (的 共 久 ， 

6。 用 L”( 畏 ) 表 示 在 居 上 刀 平 有 界 ( 即 有 NW, 使 m= 二 0, 而 在 百 一 N 上 有 

界 ) 的 可 测 尚 数 的 全 体 ， 并 在 L"(B) 中 规定 
plf,g}—inf (sup f(s) —yr | NCE,mN =0} 
为 了 与 9 之 间 的 族 离 (几乎 处 处 相等 的 函数 看 成 相同 ), 则 L*{ 召 ) 不 可 分 . 

7- 设 召 是 及: 中 区 向 [as 5 的 一 可 测 子 集 ，m 训 >M，” 滤 利用 五 [Fas 的 让， 
的 可 分 性 证 坦 Lr( 桩 ) 的 可 分 性 ， 

3， 证 明志 a( 台 ) 中 那些 只 取 实 值 的 函数 构成 Lr(E) 的 一 闭 实 线性 子 空 冬 
ZEB)，({ 即 Lo( 遇 ) 是 也 8 至) 的 实 线性 子 空间 并 肘 还 是 Ln) 的 闭 子 集 . ) 
内 而 也 是 完全 的 . 

9 证 形 昌 叶 十 GD， 送 ， 

Lf; frr 8), | feydr=0}. 


证 用 万。 是 二 可) 的 亲 线 性 子 窗 问 上 月 在 L(t 机) 中 的 寺 数 为 1, 即 可 以 取 L?(8》 
的 一 个 一 维 二 空间 定 ， 使 Lr( 育 ) 是 和 的 直接 和 : 上 ?CF) 一世 四 了 


§2 Hilbert 空间 工 
隙 数 空间 [2(B) 是 空间 Lr{8)(p 洋 1) 的 一 特殊 情况 ， 担 是 它 


235， 


肖 一 般 的 L?(E) 所 不 具有 的 重要 特性 ， 即 在 LCE) 中 可 以 引进 向 
量 之 闻 的 夹 角 角 堪 的 概念 ， 正 是 由 于 这 一 点 ， 能 了 《如 ) 比 一 般 的 
Lr(E)(p 之 1, 7 了 2) 更 接近 于 欧 红 空间， 

在 欧 氏 空间 中 两 个 向 量 的 夹 角 的 大 小 是 通过 内 积 来 表现 的 ， 
两 个 实 向 量 ( 点 )z 一 fa ao 8 一 (0 3) 之 间 的 内 积 


< 了 TY > 一 Sry 


它 和 空间 中 内 量 的 长 度 通过 
zl = C4, 4) - 
相 联 系 . 向量 与 之 问 的 天 角 4 则 本 通过 内 积 表达 出 来: ， 


tos = 各 降 


上 面 涪 的 是 实数 域 上 的 线性 空间 、 关 于 复 数 域 上 的 欧 氏 空间 
(一 稻 也 称 为 西 空间 ), 对 复 向 量 
= {a 2" Gn) B= (6 bas ba)s 
则 定 关 它们 的 内 积 为 - - 
Ca By = ai bs, | 4 
t=1 


(关于 欧 锋 本 间 与 西 空间 的 初 多 人 竹 所 可 参见 < 训 竺 代数 0 》 
现在 对 于 访 9EZ2(B)， 我 们 自然 定义 了 和 9 的 内 积 为 
< 9) 一 | f(g. (CD 
由 7=4=2 时 的 Halder 不 等 式 (这 时 的 HSlder 不 等 式 通常 称 为 
Schwarz 不 澡 式 ), 了 (x) 9C5J 是 可 各 的 , 所 以 上 述 定义 是 合理 的 .此 
， 处 及 以 后 都 表示 复数 a 的 共 辆 ， 内 积 是 5(8) xI2(E) 上 的 一 


由” 北京 大 学 数学 系 几何 与 代数 科研 宝 代数 小 组 编 ， < 高 等 民 数 >, 第 二 版 :高 等 玫 
寡 寺 浇 社 ,第 汽 章 }. .. 
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i . ， 


不 复 值 函数 ， 
上 一、 人 下》 (7EZ2( 百 ) )， (2) 
《为 简便 计 , 我 们 把 ?中 的 范 数 上 1 简 记 为 [而 Schwarz 不 等 
式 则 说 明 
人 六 3) 
对 任何 了 ， 给 天 (下 ) 都 成 立 ， 另 外 ， 只 要 六 9 8 都 属于 形 ( 杏 )， 
恒 有 


fg9>= yf», {4 
‘of + Bg, hy=a(f, hy +h9, ky, {5) 
此 处 “有 可 以 是 任意 的 复数 . 


定理 1 {内 积 的 连续 性 ) 如 果 了 EL*(B)， n=1l, 2, $B, "wy 
Zimf。=/, 则 对 于 任意 955*(5) 都 有 


limtfs, 9>=¢f, 9>, (6> 
更 一 般 地 ,如 果 还 有 gnE1*(8),# 一 1,2,3,… S52imgs 一 9; 则 
lim( fo, 9n)=(f,9> (7} 
证 明 显然 只 要 证 明 (7)、 注 意 
《加 ?一 《站 9》 = 了 Go 一 《> 十 《go》> 一 《了 8》 ~ 


一 《了 ft fg —#, 

由 (3) 式 便 有 

| 一 人 一 站 十， 
由 $1 定理 人 im lg 19 斯 引 

lim| fn 9 一 《所 81 <limhf, flimlg,l 

十 lf liimlg.— gt=0, 
这 说 明 {7) 式 是 成 并 的 . 证 完 
在 #- 维 空间 中 ,我 们 经 常 要 引进 华 标 ， 那 就 是 选取 个 线性 
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a 


i 
te 


”无 关 的 向 量 eyes emw 然后 将 任意 向 量 。 都 通过 这 冯 个 向 量 的 
线性 组 合 来 表示 .直角 坐标 系 一 般 说 来 是 比较 方 恒 前 沟 标 系 ， 
此 时 
=te,e e111 ey Ba》 十 十 《Ba En> ens (8) 
其 中 <e,ei;) 是 8 和 8; 的 内 积 中 ,而 : 
ee) =0, Gj 1 2 ) 
《ei 03) =1, 《一 1 2 六) 
现存 直 我 们 在 5? 空间 中 来 建立 相应 的 概念 :， 
定义 1 人 恨 设 3 是 工 : 空间 中 一 点 集 ， 如 果 对 于 念 中 任何 户 
8 了 一 9， 都 有 ff 分 一 0， 则 我 们 就 说 六 是 一 直 安 桑 统 。 若 于 任意 
fES, 部 有 1f1 = 二 4 则 称 妨 是 一 正规 系统 .如果 如 既 基 正规 的 又 是 
直 交 的 , 则 称 仿 是 一 正规 直 交 系统 . 
例 1 三 骨 系 统 
1 cost sin COSNE Sin Ry 
TR VF Vr Vr Vr “和 
Te ,et ,一 errr 
2’ ww OO vor 


T: 


都 是 2([ 一 x, rx]) 上 的 正规 直 交 系统 ， 其 中 ee 一 cosmz 二 isinmay 


号 一 1，2,3， 
证 明 因为 - 


| etas1 一 cos3z 十 sin2p 一 1， 


{ cosmzain nzaz 一 0 对 任何 加 ,a 外 成 立 


外 了 其 ， 

cosiCOS RT 
-= Xs 当 和 WN 
和， 当 和 i in, 


| gin mwsin Rrdr -= | 
= 


XT 妆 隐 :也 
他 参见 能 导 北 天 编 * 高 等 代数 > 第 九 章 $ 2， 
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的 


并 且 etazBimr eits-mis eos{(n—m)riisin(n—m). 
例 2 Chebyshey-Hermite 阔 数 列 
px(4) 一 (一 1) 旬 定语 二 1, 23 
是 五 ( 肛 0) 上 的 直 交 系统 (但 不 是 正规 系统 )， 
证 明 首先 注意 
Rr* 


Jee =P(r)e-*", 


此 处 P(x) 是 一 次 多 项 式 ,因此 


. EE : 2 a 
和 SG Tse “”)- 下 Ps(z) 


[ 生 


在 5s<: 上 时 为 一 kh 一 s 次 多 项 式 ,而 在 5 汪 > 时 为 零 ， 特别 是 对 一 团 “ 


都 有 


， 一 出 三。 TL Or ™ )=0 
sn) 


于 是 对 任意 wma, 内 分 部 积分 法 ， 


| pr(s) pnt) dz 
=c—1)*| ce -ed (有 一 加 十 可 ) 


加 32—] ri 1 
= {1% | A er ja 2 Le ~ Ja 一 


下 二 到 二 机 人 -x2 
=—…={(—1) | mi 
m+1 mm 
ere" eae” Ja 
一 必 。 


这 证 王 了 {pefz)2-: 的 直 交 性， 
例 3 Legendre 多 项 式 序列 
» 240 。 


人 
如 


[Ea 


和 
Pn (7) = = 1 dx" 


是 瑚 ([ 一 1,1]) 上 的 直 交 系统 . 
证 明 设 y=C23 一 1)", 则 一 24(x: 一 1)*-!y， 
因此 (x? 一 Dy 二 2rxy, 于 是 应 用 求 高 阶 导 数 的 Leibniz 公式 @ 
Cz ym ay RR ly 0. 
这 也 就 是 说 Pu。(z) 满 足 方程 


= *— 1)", R00, 1,2,"°" 


其 0 Pe) | n(nt P(r) =0, 
于 是 对 于 任意 mm， 


en A 2) } 
Ei- £7) | Peer ) Ew Po(z) 4 | 


PW) EC) | Pas) dio 2 
=m(m PAT P(r) n(nit1)P. (7) PP {rx} 
=(m— a) (mm at+l1)P(r) P(r). 


将 上 式 两 边 在 [一 1, 1] 上 积分 ,注意 左边 的 积分 丝 然 是 零 ， 所 以 涩 ， 
n 尖 况 寺 : 


| P(t) Po (x) dz—0. 


由 于 P(x) 是 实 值 函数 ， 这 其 实 就 是 说 {Pstz)}?_o 是 2([ 一 1， 


1 工 的 坦 交 系 , 和 证 章 Po(z) <= 1, Pi(z) 二 #， Palx) = Er 一 到 易 见 


[ | Po{x) | ar =2, | [P(r) | sar = 也 


亿 ” 江 冬 坚 等 ,4 数学 分 析 ?，1964 年 ,第 二 版 ,人 人 民 数 育 出 版 社 ;第 199 一 110 页 . 
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| Pa(z) zaz 一 三 ， 
这 说 明 {P.(z))8 还 不 是 正规 系统 . 


定义 2 设 {ps 是 到 中 的 一 个 正规 直 交 系统 , fED, 
则 称 


Tn = Pa R=l, 2 
为 了 相对 于 坐标 系统 {ps} 而 言 的 坐标 . 


由 于 (8) 式 的 关系 , 我 们 自然 有 兴趣 考虑 形 如 <f pn) p， 
的 “级 数 "， 在 有 限 4#- 维 欧 氏 空间 中 , 由 (8) 式 显然 有 


je 了 “0,0)—( Pe,0 os Bho, ede 》 
二 立 | <e, ei |: (9) 
一 般 阅 采 , 对 于 任意 否 委 3 及 任意 向 量 e, 总 有 


全 (ee le 用 


二 1 


现在 我 们 来 证 明 在 5 空间 中 了 世 有 相似 的 结论 ， 
定理 2 (Bessel 不 等 式 ) 设 


《1) {pe} 是 5? 中 的 正规 直 交 系统 ， 
(2) feL, 


一 《六 Pn? + 下 一 十， 2 3 
则 


分， Ja 上 一 他 1 <F, pn < 
他 二 1 n=1 


证 明 对 任意 下 整数 六 都 有 
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pi er 


0 站 np f— Sng) 
t=] t=1 
= Df, po ~— Dz Cpu f) 


一 
于 > Ti Sis PF 


ir i=1 
HE EA Dll 


所 以 


EE 


> <， 
因 是 任意 的 , 令 N-> + co 便 得 

Dz eh 

t=1 


证 完 . 

在 西 空间 中 引进 了 举 标 以 后 ， 一 个 点 可 以 看 作 %# 个 复数 组 成 
航 有 序数 组 ， 而 任意 一 个 由 x 个 复数 组 成 的 有 序数 组 也 都 是 空间 
中 一 个 点 , 可 是 这 件 事 在 成 空间 中 却 不 简单 ， 因 为 车 {21，z2,…'， 
zm 小 代表 5 中 革 一 虚 了 的 党 标 ， 则 从 Bessel 不 等 式 即 得 


立 j=p<HP<+c 
可 见 忆 [x41? 是 收 各 的， 换言之 , 即 欲 使 {215 za，…; zs…} 是 菜 一 


fe 的 坐标 , 必 必须 也 jail 之 十 co, 可 是 当 ls 上: 之 二 co 时 ,是 


* 243. 


理 一 定 在 严 中 有 - -点 了 与 之 对 应 呢 , 即 是 否 存在 那 伴 一 个 函数 , 它 
正好 以 {zi 作为 它 的 坐标 呢 ? 关于 这 个 问题 ,下面 的 定理 给 出 肯定 
的 回答 ， 

定理 3(Riesz-Fisher 定理 ) 设 

(ID {gw} 是 五 中 一 个 正规 直 交 系统 ， 


(2) 复数 序列 人 50 使 开 || 之 十 oo, 则 有 Ez 以 {ed} 为 它 


的 坐标 , 期 
fy PO 一 公信 i=1,2,3,... 


证 明 如果 我 们 今 f, = 之 17i9p 则 由 于 {pw 的 正规 直 交 性 、 


的 前 24 个 坐标 恰好 是 zz2,…,2s， 而 其 余 的 坐标 则 都 是 0. 以 
下 我 们 来 证 明 ff,} 收 化 于 某 一 元 素 .由 于 是 完全 的 ， 新 以 我 
们 只 要 证 明 {f,} 是 基本 序列 即 可 ， 为 此 计算 坊 一 六 的 范 数 ; 

上 一 =《 BD) sp, DY zp:) 


i=mrtE 


一 > wit; Ci PD = D7 |, (nm) 
m+ 


rj =#+ 1 


可 是 之 |z;1* 是 收 合 的 ,只 要 mw,# 充分 地 大 , 2 1 区 | 可 以 性 


意 小 ,因此 {fa} 是 一 基本 序列 ,从 而 有 拒 避 使 交 imf = 显然 的 
华 标 较 是 {f 让 ,因为 对 于 任意 i 只 要 nn 全 i 就 有 (fs PD) 二 ww 从 
而 由 定理 1 即 得 
fy Pi = limeyf Pi = Lim = ee 
定理 证 党 . 
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我 们 引进 瞧 标 , 是 为 了 表示 严 中 的 点 , 因此 , 我们 自然 不 希 望 
两 个 不 辐 的 点 有 相同 的 坐标 (坐标 不 同 则 点 一 - 定 不 同 , 这 是 没有 问 
题 的 )， 可 见 我 们 还 必须 对 坐标 系统 {p,} 加 上 某 些 条 件 才 行 ， 也 
就 是 说 希望 fp} 具有 这 样 的 性 质 , 如果 于 和 y 是 亚 中 的 两 个 不 同 
的 元 泰 , 即 f() 不 是 和 5(8) 几 平 处 外 相等 的 函数 ， 则 f 的 坐标 就 
不 会 和 9 的 坐标 完全 一 样 ， 注 意 了 一 9 的 坐标 事实 上 就 是 了 的 毕 
标 减 9 的 毕 标 , 因此 如 果 了 C2) --g (办 不 几乎 处 处 竺 于 零 时 ，f 一 9 
的 坐标 就 不 全 为 零 ， 则 坐标 的 表示 法 就 变 成 唯一 的 了 , 因此 我们 
引进 下 列 概念 : 

定义 3 设 {ps} 是 一 正规 直 交 系统， 和 如果 只 有 所 平 处 处 是 等 
移 明 数 对 {qo} 而 言 的 学 标 才 全 是 零 , 则 {pn} 就 称 为 完全 和 楷 统 . 

话 要 强调 指出 ， 在 这 里 ， 我 们 并 没有 讨论 完全 系统 的 存在 间 
题 , 也 就 是 说 是 否 存 在 完全 系统 我 们 还 一 点 也 不 知道 ,以 下 的 讨论 
都 是 在 假定 这 种 系统 存在 的 前 提 下 进行 的 ， 至 于 是 否 真 的 存在 的 
向 题 ， 等 旬 以 后 再 米 解 决 . 

式 {( 归 事实 上 是 通过 坐标 来 表示 距离 的 距离 公式 ， 在 Er 中 也 
有 类 似 的 公式 . 

定理 和 《Parsevtl 定理 ) 信 设 

(1) 《gd 为 完全 正规 直 交 系统 ， 

(2) fEL, ¢,=¢f, pe) 1=1,2, ,0y 
遍 


wm 


f= EA 


及 至 1 
证 明 由 Bessel 不 等 式 
中 首先 指出 定理 中 所 述 签 式 在 数学 分 析 与 数学 物理 的 各 种 问题 中 的 重要 意 久 


前 ;是 VW.I.s eklov, 在 地 以 前 内 徊 这 个 等 式 对 三 龟 系 统 成 立 , 所 以 这 个 等 式 有 时 也 按 
teklov 的 说 站 ,叫做 攻 半 方程式， 
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Uh lal 
所 区立 二 是 天 的 ， 于 是 四 Ricse_Fsher 定 有 的 证 曙 ， 知 序列 
= 半 wp 有 极限 , 设 为 f*, 则 由 范 数 的 连续 性 ( $ 1 定理 6)， 
ji -Hin Papn Sar :) 


闪 co 
之 zi | 2 一 之 。 | | 2, 
ao 把 | 了 | 一， | 


可 是 f+ 与 了 显然 有 相同 的 坐标 , 而 我 们 六 假设 了 系统 {pr) 是 
的 ,因此 =f"*, 于 是 


Hh = 3 al 


定理 得 证 . 

在 研究 欧 氏 空间 时 ， 毕 数 是 由 最 大 线性 无 关 向 量 绝 中 含有 前 
向 量 的 数目 来 决定 的 ， 也 就 是 最 大 的 正规 直 交 系统 中 所 含 元 素 的 
个 数 米 确定 的 .现在 我 们 自然 也 会 朗 问 到 空间 的 维 数 是 什么 呢 ? 
首先 我 们 米 说 明 亚 空间 绝对 不 会 是 有 限 维 的 , 这 只 须 证 明 不 存在 
只 包含 有 限 多 个 元 素 的 完全 系统 即 可 ， 因 为 一 个 系统 {po} 如果 不 
是 完全 的 , 则 它 一 定 不 是 “最 大 "的 , 事实 上 , 既然 1o"} 非 党 全 , 就 有 
眉 夫 的 fe, 使 Cf gr) 一 0 (>3D， 令 Pr 一 全 则 [po 一 《por 
p> 二 0 ,3 二 1,2,3,…。， 所 以 {os pb Psy 中 是 - -个 "更 大 ” 的 正规 
直 交 系 . 


定理 5 ”任何 完全 系统 {g,} 中 均 有 无 穷 多 个 元 素 . 
* 2AE = 


证 明 ”如 车 不 然 , 即 {o。} 只 有 有 限 个 元 于 
Ps P23 "3 Pims 
则 每 fED 都 与 一 个 由 加 个 复数 组 成 的 数组 fn wa "3 Tm} 对 
应 ; 比 处 
gf Py, i=1,2,*, nm. 
且 


1f1*= 2 lel. 


如 果 我 们 把 {zu zs …，2o} 看 成 严 维 本 空间 Cm 中 的 一 个 点 , 则 我 
们 得 到 了 和 C” 疗 的 一 个 对 应 关系 , 因为 :ps} 是 完全 的 ， 这 个 
对 应 关系 是 一 对 一 的 , 而 且 因 为 两 个 空间 中 的 距离 公式 相 闻 ,所 以 
相对 庶 的 击 量 的 长 庆 相 局, 即 这 个 对 应 不 变更 疝 量 间 的 度量 关系 ， 
从 而 也 应 读 不 改变 爹 部 拓扑 结 构 , 即 在 Cn 中 是 聚 点 的 , 对 应 在 天 
中 也 应 该 是 聚 点 ， 特 别 是 从 C" 是 局 部 列 紧 的 (Weierstrass-Bol 
zano 聚 点 原则 ) 应 推出 瑟 也 是 局 部 列 紧 的 ， 然 而 我 们 已 知 环 不 
具有 局 部 列 紧 性 ， 所 以 产生 了 艺 盾 ， 这 证 明 ipas} 中 必 有 无 穷 多 个 
元 涉 . 
宇 建 5 省 诉 我 们 任意 完全 系统 都 包含 无 穷 多 个 元 素 ， 事 实 上 

我 他 :还 可 证 明 任意 完全 系统 都 恰 有 可 数 杀 个 元素， 因 为 我 们 习 可 
以 证 朋 

定理 8 中 的 任何 正 机 直 交 系 才 不 能 多 干 可 数 多 个 元 
素 ， 

证 明 困 瑚 是 可 分 的 ， 所 以 存在 一 个 处 处 初 窗 的 可 数 集合 忆 
于 任意 jE8, 在 DD 内 应 有 使 /一族 1 < 2 / 4. 要 证 明定 理 ， 
只 需 证 明 对 于 不 同 的 了 9ES, 对 应 的 ,9* 也 不 同 谣 可 以 了 . 

由 于 改 是 正规 直 交 系统 ， 

lf gl =<f—9, f—g) 
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一 2， 
4 得 是 
Hel le*— g] 

Ty ， AWw 瑟 
一 一 十 | (了 

两 以 
3 呈 可 2 /2 _ 1 

If*—g*l>~v 2 一 > 一 本 >0， 
Bp f* 关 9g*， 证 完 . 


在 欧 氏 空间 中 ， 一 ' 组 最 大 的 正规 直 交 向 量 {ei} 之 所 以 称 为 基 
- 底 ， 是 因为 空间 中 任意 的 。 都 可 以 用 这 一 组 特殊 的 向 量 的 线性 组 
会 表示 出 来 : 

B= el We Es 
对 于 下 空间 ,如果 {19 由 是 其 中 的 一 个 完全 正规 直 交 系统 ， 则 对 于 
任意 二, 


户 一 之 ;让 Pi pi (一 1 23，…) 


就 是 在 环 中 收 伍 ( 即 平方 平均 四 敏 ) 于 了 的 ， 事 实 上 , 在 定理 3 中 
已 证 明 &timf。=f* 是 存在 的 并 县 


《Pt 一 (六 Pi 一 23 
而 现在 系统 {wi} 是 完全 的 ， 所 以 产 = 记 这样 我 们 吉 可 以 把 束 
筷 
7 一 之 ;用 Di 


:不 过 右边 的 级 数 是 在 中 收 化 ， 因 此 我 们 完全 有 理由 把 严 中 的 


一 个 完全 正规 直 交 系统 称 为 严 中 的 正规 站 交 基 底 . 
在 欧 氏 空间 中 更 判断 1 让 是 基底 ， 只 要 它 的 线性 组 全 
Be i CBy | + Ten 

9 全体 在 空间 中 稠密 就 可 以 了 了. 因为 这 样 的 e 构成 一 线性 子 空间 ， 
如 果 它 在 空间 中 向 窗 ， 就 必然 是 整个 空间 ， 从 而 任何 向 量 都 可 表 
上 述 形 式 . 在 天 中 ,在 空间 中 处处 黎 密 的 线性 子 空间 未 必 千 于 
,比如 在 区 间 [0, 1] 上 连续 的 函数 的 全 体 构 成 (0, 1]) 的 一 个 
线性 子 空间 CL0, 1 由 上 1 引 理 1, 它 在 CL50, 1 了 中 处 处 稠密 , 但 
是 CIL0， 1 有 关 到 (0, 1 因此 下 述 定理 并 不 是 一 目 了 然 的 . 

定理 7 如果 {e 是 五 中 的 正规 直 交 系统 ， 则 {#j 是 斑 的 
一 基底 的 充 要 条 件 是 {po} 中 元 素 的 有 限 线性 组 合 在 玖 中 处 处 舱 
密 . 

证 明 因为 定理 4 的 证 明 中 所 作 的 天 者 是 ipH 中 元 素 的 有 
限 线性 组 合 , 所 纪 必 要 性 已 知 ， 下 征 充 分 狂 , 对 于 任意 大王, 由 瞬 
设 应 有 有 :pr} 中 元 嵌 的 一 串 有 限 线性 组 合 刀 ，2 -1，2, 3，…， 使 
mj 二 下 如果 了 的 华 标 都 是 零 , 则 Cf, 了》 一 0,4 一 1,2,3,…, 于 - 


[= 
TE 


I =¢, =, ,fa> 
=<f,f—f0oE HH fl 
由 对 1 一 后 9 Ca>c)， 所 以 | 下 一 0 从 而 了 二 0, 这 涪 明 fp 小 
是 完全 的 , 即 是 下 的 一 基底 . 
推论 1 如 果 {9 叶 是 瑟 中 一 正规 直 交 系统 ， 则 {9?4 是 天 中 
的 基底 出 充 要 条 件 是 对 任意 大声 ,都 有 


mm 


f= 2 ,p00 


rl 


证 明 留 作 习 题 。 
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定理 8 CV.L Steklovy 定理 ) 庶 { 印 让 是 A 中 -… 菜 底 ， {cn} 
是 天 中 一 正规 直 交 系统 , 则 {a} 也 是 一 基底 的 充 要 条 件 是 对 每 一 
Fis bi: 1, 2, 3， … 都 有 


mm 


Ip?= >) [gi Wy | 


证 明 从 定理 4 知 只 需 证 明 充 分 性 ， 对 任意 E57, e>>0， 由 
十 {pj 是 基底 ,由 定理 7 应 有 {pw} 中 元 素 的 线性 组 合 
= es 


使 得 
时 一 外 <e72. 
和 于 
Ips1 = [gis cony| 2 
车 令 
各 人 一 SYe。 O20;, 
J=1 
El | 


(ph, p= ZIP Xs pe) 
了 一 1 


如 
一 全) {Pa oD, 


jel 


肌 a | 
“ph, PLY =(B Pu os Dp oy)) 
1=1 了 


= 之 pi OP OO OY 


了 此 =] 
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ke 
Wh A 
= po po 0 
4 


= Hp,, 0 12 


所 以 当 ns->co 时 ， 
Le 


= opt pp) | pA, gy. 


多 ,下 一 -Dipoodt >0, 
于 是 寻 等 一 4 一 1 2 有 都 可 选 二 充分 大 ,使 


Ci ~ 
lp 一 和 由 1<5r 十 37 


县 而 对 
起 
k= Sap 
便 有 
和 7 一 旭 一 | 全 efes 一 加 人 7) 
反之 a;| | 于 一 更 各 ?< 六 
I- 合生 1 一 个 二 19 一 下 << 生 十 全 一 


上 
有 = Saw = > Daw,o Oy 
一 


是 :iw 中 元 素 的 有 限 线 性 组 合 ,ED 及 e 汪 0 都 是 任意 的 ,所 1 
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os- :中 元 素 的 有 限 线 人 性 组 合 在 玫 中 稠密 ， 由 定理 7，{fet 2 
是 妆 的 基底 ， 证 移 . 

五 中 的 子 集 号 称 为 是 一 线性 无 关 的 子 集 , 如 果 @ 中 任意 有 限 
个 元 束 帮 在线 性 无 美的 , 即 对 于 方 ， 和 六 ES. 如果 右 复数 和 yo 
使 0 六 二 0 (+) 
出 必 杏 m 一 ae 一 … 一 aa 一 0， 显 然 任意 正规 直 交 系统 都 是 产 的 
:线性 光 关 子 集 ， 央 为 车 (#) 式 成 立 ，{f 是 正规 直 交 系 ; 则 


DC Fo fas f= Do ok fy fi? = 0 
?=1 


{3 二 1],2,:'*, 7) 

到， 对 于 王 中 任 一 了 和 集 8, 呈 中 元 于 的 有 限 线性 组 合 的 全 体 所 构 
- 玻 的 集合 芷 严 的 一 线性 了 空间 , 称 为 由 总 所 张 睹 的 子 空 间 , 记 为 
人) 

定理 9(Hilbert-Schmidt 正规 直 交 化 定理 ).。 如果 {$n} na2 
基 亚 中 -- 线 性 无 美的 序列 , 则 存在 天 中 的 正规 直 交 序列 {ps} sn21， 
-每 一 ps 邦 是 地 3-: 中 无 素 的 有 限 线 性 组 合 且 

(本 -一生 (和 -1 
证 明 ” 困 好 s a51 越 线性 万 其 序 到 ,每 一 多 s 者 不 为 零 ， 令 
Pi= Pipl, 
纲 上 -1 性 无 闫 ; 所 以 
ek 用 上 把 - 细 8 一 人 和 a Da 人 有 划 有 0。 

-于 是 可 令 oa 一 本 /11， 计 是 14eil 一 1， 


1 1 。 、 
Pz P! "pT “Pas P12P1s 01 
[Hit 


i vv， ， 、 、 
Ti 入 2 六 >—< Pas P12 PL Pl >») =0, 


Ba: hl ga pa, Pi PL1. 
个 2I2. 


凑 让 不 刷 ps 是 :的 线性 组 台 , 人 as 也 是 ioa 的 线性 组 合 . 
一 般 说 来 , 设 已 有 正规 直 交 的 
Pl par" Pns : 
使 每 一 9 都 是 总 ，… 的 线性 组 合 ， 每 一 了 功 ; 也 都 是 pps 


的 线性 组 合 ， + 二 1, 2， ~ Ns 出 由 Fon Pi Pps 是 Di 也。 
的 线性 组 合 , 而 a}m>1 是 线性 无 美的 ,所 以 


Ba = Di PP 
Ff=1 


定义 
nr = Berd [Bal, 
是 说 


1 的 线性 组 合 ,综合 前 面 两 个 式 于 便 有 
功 n+1 二 Nad it DY Cpr pi?Pis 
上 1 


所 以 Pu 也 是 1 Pt 的 线性 组 合 ， 区 


《ay 1 ee rt Pi »)) 


= 全 本 Th nt 《Pir P72) = 0. 


《一 1 > RR) 
pel. z 
这 样 , 由 归纳 法 , 我 们 就 得 到 了 一 个 正规 喜 交 序列 好-), 寒 一 Fs 都 
是 多 ，… 区 的 线性 组 合 ,而 每 一 %s 也 都 是 pb …，9an 的 线性 组 
合 ， 因 此 
EE {Pn} nt) = EP a2). 
证 完 . 
到 现在 为 止 ,我 们 还 没有 证 明 在 中 是 人 硅 存 在 完全 的 正规 直 
* 2F3 4 


这 系统 , 亦 凤 在 瑚 中 是 否 存在 基底 中 前 我 们 下山 过 三 角 系 统 


人 1 1 Bi i or _ in 
A I one » /IT Ar vo ? 


是 蕊 (zx 上 的 正规 家 交 系 统 ， 丽 在 我 们 来 证 明 它 其 实 还 是 
CC 一 zt, 下 四 的 一 个 林 底 , 即 它 还 是 完全 的 . 

定理 10 三 角 系 统 了 是 三 作 一 wm 了 上 的 完全 系统 . 

证 明 我们 避 证 其 的 是 如 果 丰 天 在 一 ,要 ?基于 三 角 系 统 
对 的 坐标 全 是 索 , 即 


-三 f(r) dz =0, (10) 


Jj 名 [ flaje-insdr=0, n= 1, 9, (11) 


副 于 =0、 设 站 2) 二 gCw) 十 i2(2) ,w(x)，w{2) 为 了 的 实 部 和 韦 部 ， 
则 2&2 起 属于 (一 zx, 的 两 个 实 值 函数 ， 从 和) 式 知 


| wr) | v(x) dr=0, (12) 
而 (1) 式 说 有 明 


全 [ 汪 ) GOs 短 业 攻 个 上 V(r) sinnradr =0, 


| sz)sinpazez 一 人 介入) 08 入 于 全 光一 站 。 


8 一 士 ] 土 2, 
笛 从 ， . 
六 fe) ed = 让 me-anagz 一 0， 又 得 . 


| u(x) cosnaiz—|. va)sinnzda=| ur) 人 及 算 TX 小 


十 | UE) cosRear = 0, 


= 254， 


太一 土 14， 二 22， na 
于 是 对 = 2, 3 部 有 


二 oo 人 fas 上 on 人 Jan (13) 


~ sin ng, Sin NY, 


令 ww(z) =| u(t)dt， 则 w(x) 是 绝对 过 续 的 函数 ， 由 (12) 
式 ,w(x*) 二 w( 一 x) 一 0， 于 是 由 分 部 积分 法 ， 


『 oof Pe) wn) ( S111 每 客 1 
-= 时 青 扼守， 一 Cosnr/® 


ir ( sinnw GL 
办 .一 DOS 各 全 


(CR::1, 2,3, 人 


仿 c=|[ ws)dz,W (2) =w(r)—, 则 有 


-se 了 了 = OSRT 
| (x) dr—t, | wa 六 =0, 
四 . : -el . 各 1 了 L 总 证 

(有 一 1 2 3) 


六 以 对 于 任意 三 角 风 项 式 
了 47) 一 ao 十 Tascoshet Besin Ex) 


都 有 
上 WN T(r) dr =0. 


如 果 下 (2) 尝 0， 则 有 roE( 一 fy zz 使 砷 (zo) 天 0 不妨 设 币 (z) = 
3e0>0. 由 评 (2) 的 连续 性 ,有 区 间 Jo=[xo 一 6, zo 十 6] C[ 一 rz] 
使 在 jo 上 W (zx) >eo。 令 
1x) =1+ eog {z 一 Yo0) — cosd, 
刻 在 瑟 上 #(z>>1 在 [一 zz 一 J 此 (2) 1 之 1 而 T(z) 人 A 
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[Dt Cz) 了 显然 是 一 三 角 多 项 式 ,因此 对 任意 7， 
| W(t"(e) dt | 


国 ,We)t"(s)dr= 
『 W(x)T (dr =0. 

但 是 当 7i 习 oo 各 ,上 式 左边 第 一 个 积分 趋 于 + co， 第 二 个 积分 趋 于 
0, 产生 并 盾 ,这 说 明 必 然 有 歼 (z) =0, 即 ww(z) 三， 但 是 w( 一 x》 
一 好 (rr) 一 0， 因此 w(x) 三 0. 可 是 wz) 一 w(2) 8.8. 这 证 明 站 一 0 
同 理 >=0 这 也 就 证 明了 了 = 二 0. 证 完 . 

三 角 系 统 工 . 是 (5[ 一 zx, XJ) 上 的 完全 系统 ， 所 以 对 任何 所 
JI2([ 一 zt, 7x])、 即 对 于 任何 使 f(x) | 在 [一 x,x ] 上 可 积 的 可 涡 
销 教 1(7), 都 有 


Do 
f= 2) On eint, 


: ,=<f er)/2r = f(a) ds (14y 
{二 全 ,十 1, 士 之 ， 二 3,-…) 
如果 feL3( 一 x7, 7 是 只 取 实 值 的 函数 ,出 


下 foerestz=| frye™nrdr, 
所 以 61 二 6.。， 内 而 对 R= 二 1,2,3,，…， 


Cne rr 省 C_anC in 四 ,全 ?az 十 Cnei 


二 C03 人 TY 十 直 . 9in 半 学 ， 


其 中 


tn = 部 | fn COSRTET, ba = 六 | fm sinnzrds. . 


= 2356* 


满 再 令 m= 二 | ”fdz -2co, 则 (14) 式 便 可 写成 


f -2 Sl (gcosnzt bsinnw) (14) 
前 形式 , 显然 (1d4)( 及 人 1 的 右边 三 是 7 拉 的 Fouriet 级 数 ， 不 


过 不 这 是 (14) 还 是 (14) ， 右 边 级 煞 的 收 笋 都 总 天 中 的 平方 平均 
收 敏 . 我 们 知道 ,一 般 说 来 作为 五 中 元 素 序 列 的 收 化 ( 即 平方 平均 
六 笋 ) 与 作为 图 数 序列 的 收 伊 〈 和 逐 点 收 笋 ?是 不 川 的 概念 。 因 此 我 
们 并 没有 证 明 (1 少 或 口 科 "的 右 端 ,作为 [一 x5, 4] 上 的 函数 级 数 是 
欢 伍 的 。， Lusin 于 1913 年 猜想 当 fEB(C 一 x, Tj) 时 ,其 Founier 
烽 数 应 访 在 [一 上 ，z] 上 几乎 处 处 收 减 于 1x). 这 一 狂想 一 直到 
I966 年 才 被 .Carlesonm 证 实 { 见 Acta Math 1966，Vol，116， 
135 一 157 页 ) 


习 题 

1， 证 明 推 沦 1 

2， 证 明 如 果 {g 1 是 于 中 的 正规 直 交 系统 ,出 给 (pj 1o1) 是 尽 的 
一 个 5 级 闭 线 性 子 空间 ， 

3 证 明定 理 10 的 证 明 中 的 了 (zx) 确实 是 一 三 角 条 项 式 ， | 

4， 在 I2(E 一 1,13) 中 将 们 ,x，#，x 小 这 一 线性 无 关系 统 接 定理 9 中 所 
弹 的 办 庄 正 规 直 兴 化 . 

35， 域 证 明 完全 正规 直 交 系 就 是 最 大 的 正规 直 交 系 . 


“83 Zorn 引 理 关中 基底 的 存在 性 


在 $2 中 我 们 引进 了 五 (有 中 基 亡 的 概念 并 证 明了 三 角 系 统 

多 。 就 是 空间 ([ 一 x*，z]) 中 的 一 组 基底 ， 但 是 对 一 般 可 浏 集合 
思 , 还 役 有 解决 到 (5 瑟 中 是 不 是 存在 基底 的 阿 题 . 

有 从 直观 上 来 看 ,这 伺 乎 不 成 其 为 问题 ， 因 为 完全 正规 直 交 系 。 

- 257 - 


on 


就 是 “最 大 "的 正规 相交 系 ( 见 $2, 习题 的 第 5 是 ), 给 了 - :个 正规 直 
交 系 以 后 , 如 果 它 不 是 最 大 的 , 就 可 以 入 里 边 座 元 素 ， 使 之 成 为 一 
更 大 的 正规 直 交 系 , 这样 添 到 不 能 再 旗 , 就 成 了 最 天 的 正规 直 交 系 
了 . 但 是 实际 上 问题 并 不 这 么 简单 . 闲 为 大 中 的 完全 正规 直 交 
系 应 该 是 有 无 这 多 个 元 素 的 ， 这 样 谨 元 素 的 过 程 就 是 一 个 无 穷 的 
过 程 ,何以 保证 能 有 个 终结 而 达到 * 极 大 ? 呢 ? 这 就 举 涉 到 抽象 集合 
论 由 一 全 很 基本 的 问题 ,其 实 这 类 问题 , 我 们 早 就 遇 到 过 ， 比 如 是 
否 任 党 两 个 集合 的 基数 都 可 以 比较 大 小 ?又 如 在 第 三 章 31 中 作 
不 可 济 集 合 访 时 ， 是 从 许 许多 多 (不 可 数 多 ! ) 个 开 不 由 交 的 非 空 
集合 RE 中 各 选 一 个 元 素 而 构成 态 的 ， 既然 这 样 的 有 (不 可 数 ) 
无 穷 多 个 , 这样 的 硬 能 作 得 出 来 四 ?这 个 问题 可 以 夫 述 为 这 样 一 个 
命题 : 
设 . 吧 是 非 空 集合 的 集合 ,S 是 属于 . 必 的 那些 集合 的 并 :3= U4. 
问 是 否 存在 一 个 从 必 到 8 的 单 值 映 射 志 使 fd4)ES4 对 一 雪 AE 
都 成 立 ? 
这 个 命题 是 由 Zermelo 最 光 提 由 的 ， 通 常 称 之 为 Zermelo 
， 选择 公理 ， 事 实 上 数学 界 一 直 存 在 两 “ 派 *"， 一 个 是 承认 这 个 命 匡 
成 立 的 “承认 派 *, 一 个 是 不 承认 这 一 命题 的 “否认 派 ". 现在 人 们 
已 经 养 滞 楚 ， 承 认 派 与 否认 派 都 是 正确 的 ， 那 就 号 承 认 这 条 公理 
可 以 建立 一 套 理论 ,不 承认 这 条 公理 则 可 以 建立 另外 一 赛 理论 ,两 
套 都 是 不 会 产生 内 部 矛盾 的 正确 的 数学 理论 ， 就 象 卫 认 平行 线 公 
理 的 欧 开 几何 与 不 承认 平行 线 公 理 的 非 欧 几 何者 是 正确 的 几何 理 
论 一 样 ， 不 过 大 们 发 现 承 认 选 笃 公理 ， 能 使 理论 更 为 丰 官 多 采 ， 
所 以 在 一 般 稍 况 下 大 家 都 是 承认 这 条 公理 的 ， 我 们 在 第 三 童 中 既 
然 认为 是 可 作出 的 ,就 表明 我 们 是 “承认 詹 ” ,或 者 说 我 们 现在 所 
建立 的 实 变 函数 理论 是 承认 派 的 理论 。 当 时 我 们 之 所 以 没有 提 世 
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这 个 问题 来 讨论 , 是 为 了 不 要 分 获 注 意 力 . 

承认 选择 公理 就 能 证 明 任 意 两 个 集合 的 基数 都 是 可 以 毕 较 大 
小 的 ， 就 能 建立 起 一 套 称 之 为 超 限 归纳 法 的 论证 方法 ， 就 能 证 明 
用 起 来 非常 方便 的 Zorn 引 理 , 其实 Zorn 引 理 是 和 选择 公理 等 价 
的 ,有 了 Zorn 引 理 就 能 反 过 来 证 明 选 择 公 理 . 

既然 我 们 是 杀 认 选择 公理 的 , 而 Zorn 引 理 又 是 与 选择 公理 等 
众 的 , 我 们 在 这 儿 就 只 介绍 与 承认 Zorn 引 亚 , 而 不 去 讲 如 何 应 用 
选 苦 公 理 来 证 后 Zorn 引 理 ， 

定 改 1 设 3 是 某 一 非 空 桌 台 ， 如 果 忆 在 驴 的 部 分 元 素 之 间 
引进 了 基 种 座 的 关系 <<, 使 之 满足 

{i asa (ocS); 

fi 车 ax bbx<ec, Mase; 

(DD 营 45 又 58<a 则 必 有 &=5 即 4 和 5 是 同一 元 素 ， 
则 称 C3, <<) 是 一 部 分 序 集 或 仿 序 集 . 如 果 对 丁 任 意 4a, bE5,4< 8 和 
84 之 中 必 有 一 个 成 立 , 即 序 不 止 于 在 部 分 元 素 之 间 , 而 存在 于 任 
意 防 个 元 素 之 间 ， 则 (38， 拟 ) 就 称 为 是 一 全 序 集 ， 9< 六 也 可 训 为 ， 
Ba， 对 于 呈 的 子 集 4,8E8, 如 果 对 一 场 ze4, 都 有 xz， 则 说 
5 是 4 的 一 个 上 界 ， 元 素 ES 称 为 是 3 的 一 个 极 大 元 , 如 果 5 中 
不 存在 * 使 5<%z, as 拓 z 【《 极 大 元 不 一 定 存在 ， 存 在 也 不 一 定 唯 
一 . 
Zorn 引 理 如 果 部 分 序 集 (8, < 和) 中 的 任何 多 序 子 集 在 六 
中 都 有 上 上 界 , 则 号 中 存在 要 大 元 . 

有 了 Zorn 引 理 , 于 中 必定 有 基底 就 很 容易 证 明了 。 

定理 1 玉 ( 瑟 中 基 碟 是 存在 的 - 


证 明 任 取 一 E22(E),f 半 0， 上 用 全 二 中 的 一 正规 直 交 


s 


: 系 @@, 设 已 是 玫 中 全 体 正规 站 充 系 所 作成 的 巢 含 ,由 8 是 非 容 的 . 
对 于 坊 中 和 托 意 两 个 元 素 久 一 {9s}, 于 = 一念 , 如 果 儿 之 软 ， 则 
规定 对 <W, 这 样 易 风 (5, <) 是 一 部 分 序 集 ， 

现在 我 们 来 证 明 (3, 乞 ) 中 任何 全 序 子 集 都 是 有 上 界 的 , 为 此 
设 4 是 (43， 失 ?中 的 一 全 序 子 集 , 令 四 二 Us 对 于 任意 fE@, 应 有 


aE4, 使 fea， 注 意 4 是 下 中 的 正规 直 交 系 ， 所 以 上 =1， 叉 如 
果 另 一 gf 也 属于 旭 ， 则 又 应 该 有 a'E4, 使 gEm， 由 于 4 是 (5， 
芒 ) 的 全 序 子 集 ，a<a' 和 a'<a 二 式 中 必 有 一 式 成 立 ， 不 妨 设 是 
So 于 是 aCuw 这 说明 了 也 属于 a" ,既然 % 是 工 * 中 的 正规 直 交 
系 , 就 应 有 “上 户 9>=0. 总 之 日 是 中 的 正规 直 奖 系 ， 所 以 人 @ES, 田 
定义 ,对 于 任意 a€4, 都 有 a 己 合 , 亦 即 都 有 & 心 介 ， 所 以 人 @ 是 4 的 
一 个 上 界 . 

既然 在 (3, 入) 中 任 一 全 序 子 集 都 有 上 界 , 几 Zorn 引 理 , 如 中 
消 援 大 元 , 设 轩 是 (35, 所 ) 中 的 一 航天 元 ， 则 罗 就 是 5? 的 一 基底 , 因 
为 加 E85 说 明 加 是 严 中 的 正规 直 交 系 , 如 果 它 不 是 基底 , 即 不 是 完 
全 的 , 则 有 非 零 的 fEL?, 使 了 与 如 中 任何 元 素 都 直 交 : 

<“f,92=0 (9eB). 


这 肝 允 一 网 U 和 ss 278, < 与 由 是 (8， 过) 中 的 极 大 
元 相 冲突 , 证 完 . 


全 还 是 和 在 $2 中 一 样 ,把 1-1; 简 记 为 | -上 
- 260 ， 


“第 七 章 ”Fourier 级 数 与 Fourier 变换 


Lebesgue 积分 的 建立 为 “20 世纪 的 许多 数学 分 支 如 泛 消 分 
析 . 概 此 论 ， 抽 和 象 积分 论 和 抽象 再 和 分 析 等 葛 定 了 基础 ". 它 为 泛 . 
蔷 分 析 的 产生 与 发 展 崔 备 了 条 件 与 背景 材料 ， 远 在 前 一 章 中 已 见 
端倪 ， 亚 和 [就 是 最 重要 的 最 具体 的 Hilbert 空间 和 Banach 
空间 ， 关 于 概率 论 ，1933 年 Kolmogorov 的 商 基 性 的 工作 ， 就 是 
以 抽象 测 座 论 为 其 出 发 点 的 说 到 调和 人 分析， 当然 首 先 就 会 想到 
Fourier 级 数 ，Lebesgue 本 人 就 普 以 他 建立 起 来 的 这 套 新 的 积分 
理论 为 工具 , 在 Riemann 移 人 的 工作 的 基 研 上 ,把 有 关 Fourier 级 
数 的 研究 大 大 往 前 推进 了 一 步 ， 以 后 在 Lebesgue 积分 的 基础 上 ， 
Fourier 变换 理论 也 得 到 了 改进 , 现在 我 们 就 来 介绍 这 方面 的 一 些 
最 基本 的 知识 并 通过 这 一 介绍 展示 Lebesgue 积分 理论 所 起 的 重 
要 作用 . 


§1 Fourier 级 数 的 收敛 判 询 


所 谓 一 个 前 数 (2) 的 Fourier 级 数 ,或 由 f(z) 导出 的 Fourier 
级 数 ,就 是 三 角 级 数 | 


本 ao 十 Docoons 十 可 sin nt), (1> 


t=l 


其 中 6,;5, 欧 为 (x) 的 Fourier 系数 ,由 下 式 确定 
oo= 去 | f(x) cosnzdz, #0,1,2, oy 


b,= 二 | fr) sin nrdr, i = 1, 2, $8, 


a l= 


一 一 Re 


村 这 里 的 ss, 加 有 有意 头 , 当然 必须 假定 ff 和 有 某 种 可 积 性 ,比如 说 
假定 了 ED 一 zDD) 
在 Fourier 级 数理 论 的 初期 ， 基 自然 包 最 重 刘 的 问题 , 首 推 收 


伍 性 , 就 契 要 研究 级 数 (1), 作 为 -一 z+ 5] 革 的 旺 数 级 部 ,在 什 么 时 


候 能 按 经 典 (或 说 Cauchy) 意义 下 化 ? 以 及 它 的 和 与 了 (z) 有 什么 
关系 ， 当 EZ([ 一 5+, 7 办 时 ， 我 们 已 在 第 六 章 $2 中 亿 到 过 级 数 
CD)， 不 过 那 时 是 作为 L* 中 元 素 的 级 数 而 不 是 作为 [一 4，z] 上 的 
瑚 数 级 数 来 考虑 的 , 收 敏 出 是 严 中 的 收 租 ， 即 平方 平均 政 敏 而 不 


是 作为 [一 r，z] 王 的 函数 级 数 的 逐 点 收 伐 ， 我 们 过 去 已 着 重 指 出 


过 这 二 者 是 不 同 的 . . 
首先 注意 式 (1) 中 各 系数 是 通过 积分 产生 的 ,所 以 在 一 个 测度 
为 零 的 集合 上 改变 f(z) 的 值 ， 不 会 影响 它 所 产生 的 Fourier 级 数 
《1)， 特别 是 我 们 可 以 假设 了 (一 x) = 了 (x)， 这 样 我 们 就 可 以 令 
f(2) =f (2ar), (2a— la (Rf 1) 
各 一 士 1， 士 2 士 3 


的 办 法 把 f(x) 扩充 成 在 民 ! 上 定义 的 ， 以 3z 为 周期 的 周期 函数 ， 


对 此 ,以 下 我 们 不 再 逐次 加 以 说 明 ， 
由 于 
uosk{(r— £)—eos krcosktt sinkrsin kt, 


所 以 (1) 蕊 前 前 # 十 1 项 的 和 


1 by , 
Sn(z) 会 gp + Si (geos hs besinks) 


k=1 


fl(f Ycos ktadt 


= | ft) + 


+siniz| ft)sinkids\ 


» R62 0 


= 上 | 二 Deost(s— DNf tadti |! 


此 一 1 


拉 利 几 蛋 到 式 


恒 可 将 全 .(?) 写成 


Sa) | Hz 有一 全 于 本 (2) 


sin( € 十 二 


nl 一 地 四 Cf(zt FFE) — 


2sin 二 
1 
in{ 十 一 jt 
pdt) 
2sin 
称 为 Dirichlet 核 (应 数 ), 
定理 1(Riemann-Lebesgue 引 理 ) 沙 左 瑟 (Te ])， 出 
lim | flrysinArdzr = lim | flz}eos 4rdz = 0. 


凡 才 十 


证 明 如 果 Fe) 是 在 Lo， 妇 上 绝对 连续 的 ， 则 由 分 部 积分 
公式 

| fs)eosAzdz—T fC) sinAe| lf f' (2) sinAsd 

|] Cos — 1() sin =| 一 到 (xz) sinArdr, 


童生 本 让 


f 站 Csindzdz| <| [fF Cx) | ds ce。 
所 以 
lim 人 flx)cosArds= 0. 


对 一 艇 的 fEZL'La, 86]), 则 由 第 六 章 §$ 1 的 定理 8, 对 任意 8e>0, 都 
有 多 项 式 P(z)( 凡 多 项 式 都 在 La, 85] 上 绝对 连续 .) 
使 


| Fe 一 PCz) Jdr<e, 


于 是 
5 b ， 
|| f(r)eosArdr—| Pir}cosArdr | 
=|| Lr) P(e) Jeosdrds | 
<{ TD 一 Palace 
由 前 段 所 证 
lim {PCs)00sdzdz=0, 
而 se-0 又 任意 ,所 以 
lim (fC5) 084sd2=0. 
同样 ， 
lim| fC2) sinArdz— 0. 
定理 证 完 . 
福 阁 对 任意 #, 都 有 
nan 
| D CO 一 | - (4% 
2sin 


直 有 


斯 以 由 全 3)? 式 ,对 于 任意 “都 有 
Sz)—c—2| CFC+t OL) 20]Da(t) 
尾 取 5E(0, 7), 将 上 式 右 端 积分 分 为 在 LO， 引 二 的 积分 和 在 [6, x; 
上 的 积分 。 由 于 在 [6, x] 上 2sin 三 >>2sing > 0, 所 以 当 x 固定 时 
+ 的 函数 
$2)=[f(2+ ttf) —20] /2sinS 

在 [5,x5J 上 是 可 积 的 ,于 是 由 定理 1 即 知 

im 人 LfCx+ E+ fr) 20]D, (Ct) a = 
这 说 明 在 2 点 5S.(*) 是 符 以 + 为 极限 具 决 定 于 是 省 有 

im Cf +é) + fst) 26D t) a <0. (5) 
或 者 说 人 1) 式 在 + 点 是 否 收 襄 , 决定 于 是 否 有 常数 0, 使 上 式 成 立 ， 
和 而且 这 时 6c 就 应 读 是 (1) 式 在 x 点 的 和 ， 这 样 就 得 到 所 谓 局 部 化 
定理 : 

定理 2 洪 f 了 EB 一 zj]),XE[ 一 zw]， 则 于 的 Fourier 级 


数 (1) 在 x 点 收敛 于 。 的 充 要 条 件 是 存在 seE(0，r) (从 而 对 一 名 
6E(0, x)) 使 


a sin(a 二) 
lim{ [fet ttf 20 0 (6) 


证 明 因为 


.+ 
+ 2sim 


inl 


人 和 
+ 了 130 ofein 
sin 5 sin 本 


ss HI 


上 
\ 3 in 二 


2 


改 知 /x T(r 一 作 一 20]/- 一 玫 一 庆 Tt 失 50,6] 


上 可 好 !， 由 定理 1， 
tim EfCrtt) tf mt) 2 — 7 


\2 Bit 


所 以 (6) 式 与 (5) 式 等 价 . 
结合 定理 1 和 定理 2 立即 可 得 : 
定 焉 3(Dini 定理 ) 对 JEE( 一 r,z]) 若 有 “全 
gt)= tT 2 


在 某 一 区 间 [0, (0<<6< 志 x) 上 可 积 ， 训 由 大 2 征明 的 Fourier 级 
数 C1) 在 “点 收 钙 日 其 和 为 0. 

推论 1 对 上 述 定理 中 的 (x), 女 : 果 有 60>0, am0， 使 上 的 
销 数 


1 
| fC))} 


在 0<| 引 < 时 有 界 ， 则 Fourisr 级 数 (1) 在 3 丰 收 化 且 其 和 为 
fx). 

证 明 若 sup 77alf (21 2) f(z)|= 寻 < ， 则 在 (0, 
0) 上 


于 1 了 (一 了 一 一 2 了 8) 


(Et FD tf -11) 


而 二 在 [0, 6] 上 是 可 积 的 ， 故 由 Dini 判别 法 即 得 . 

地 该 指出 ， 在 1926 年 Kolmogorov 即 已 经 构造 出 一 个 在 
[一 了 ,二 J 上 可 积 的 国 数 ， 其 Fourier 级 数 劫 是 处 处 发 散 的 .此 外 ， 
Fourier 级 数 性 质 的 “好 坏 ” 是 和 产生 它 的 函数 f(z) 的 可 积 方 次 有 
关 的 ， 在 第 六 章 § 2 末尾 , 我 们 曾 指出 1966 年 Carleson 已 证 明了 
Lasin 1913 年 的 猜想 , 即 下 中 国 数 的 Fourier 级 数 一 定 几乎 处 处 
收敛 ,其 后 在 1967 年 RR, A. Hunt 又 进一步 证 明了 只 要 feL?, p>1， 
f(z) 的 Fourier 级 数 就 一 定 是 几乎 处 处 收敛 的 . 

Fourier 级 数 有 一 个 很 有 超 的 性 质 : 尽管 可 积 函 数 的 Fourier 
级 数 可 以 处 处 发 散 ,但 是 却 仍然 可 以 “ 逐 项 积分 ”. 

定理 4 如 果 


Le 二 + 
EP psinnt) 


是 某 一 在 5 一 Y，z] 上 可 积 的 国 数 f(z) 的 Fourier 级 数 ， 则 对 于 任 


塌 xEL 一 rr， 小 


| fa -| .3 4+) (qncosnt | bsinat) 村 


; [| 五 ， Bb, 
no) = 一生 ] 


岂 王 ( 纪 是 存 - 一 fr] 上 处 处 可 微 的 国 数 ， 


一般 情况 的 证 其 是 美 侯 的 ， 只 是 此 时 证 明 他 ) 式 的 成 立 要 用 到 较 次 人 的 


-Jordan 刊 吕 法， 


* L267 8 


rn) =f f(D + Ha, = | f(t ya 人 | fe) a 


= [fa fa Fa). 
因而 由 推论 1， 对 和 任 章 VE 一生， 下 都 有 


Pz) = SCAscos net Basinng). (7 


n=1 
其 中 
dd = 去 P(x) cos nrdr, 六 一作 1, 23,» 


B, “二 P(x) sin nzdr, R= 1, 2,3, -* 


是 (2) 的 Fourier 系数 ， 对 4 写 1, 由 分 部 积分 法 ， 


去 | P(teosnzdr=— | 机 sin 
TI_, nx _, 


Lr __1 
= 一 志 | f(s) sinazde= 二 
工 了 < 。 1ie” + 
到 | .PCosinzw= 二 六 {2} cos nrdar 


= 让 | f(t)eosnrdr 1a,. 

以 之 代 人 人 (7) 起 得 

F(z)= 人 2 十 开 (-- 基 eeorz+da sinng ), (C8) 
注意 下 (0) =0, 所 以 

1l 
M2 C9) 

再 以 F(z) 二 | 72 本 一 作 z 代 和 人 (8) 式 ,注意 到 (9) 式 , 便 有 
= 268 +» 


| 大 起 本 = 各 + 了 (加 sinne 一 各 cosne+t 和 总 和) 
证 完 . 


§2 Fourier 级 数 的 C-1 求 和 


Cauchy 第 一 极限 定理 说 ; 如 果 {s 收 租 于 某 一 常数 #; 则 它 的 
平均 值 
or 一 3 十 十， n= 1,2, 3, 
入 


也 收敛 于 s@, 但 是 反 过 来 从 fas} 收 化 于 某 常数 3 却 不 能 推断 出 数 
列 {ss} 本 身 也 收 敏 于 8。 把 这 一 事实 应 用 到 无 穷 级 数 的 求 和 上 
去 ,就 得 到 所 谓 的 C-1 求 和 法 . 


定义 对 于 无 穷 级 数 YYw。， 用 8。 表示 它 的 前 项 的 和 ， 
县 二 全 
5, 二 Sas 再 用 0 表示 前 % 个 9; 的 平 所 情 ， 
i=1 


os— (81 .et Sn), n=1, 2 3. 
个 ”三 定 e 半 0, 若 w 合 #8 宇 m 时 ;| sn 一 8 |e12, 和 二 max{flsl:|sl oj sm| 
> maxjm， 名 2 则 当天 向 时 ， 


aa 一 号 -1 fi 5] PM #| + 二 | 8 一 地 | 
{1 


Ck 好 十 二 


* ZE69 。 


”~ pp re yp ee 


如 果 有 常数 使 mos= 8, 我 们 就 说 级 数 14, 是 C-1 可 和 的 。 
或 可 C-1 求 和 到 8 
和 如果 级 数 >Yws 是 收 伍 的 ,其 和 为 8， 那 么 它 也 一 定 可 以 C-1 


求 和 到 S， 但 又 确实 有 许多 不 收敛 的 级 数 都 是 C.1 可 求 和 的 ， 所 
以 C-1 求 和 是 一 种 广义 收 敏 ， 历 史上 ，Fejir 最 早 把 C-1l 求 和 的 
思想 引入 到 Fourier 级 数论 中 ,获得 了 很 大 的 成 功 . 后 来 Lebesgue 
进一步 证 明 , 只 要 EF 一 x,#]), 它 的 Fourier 级 数 便 几乎 处 处 
可 C-1 求 和 到 了 x). ( 详 见 下 面 定理 1 的 推论 1)， 这 一 结果 斋 明 
了 Fourier 级 数 与 产生 它 的 溯 数 之 阐 的 深刻 的 联系 ， 

引 理 1 对 于 任意 正 整数 将 省 


.a 
Si 一族 


nn—1 
sin(i+ 计 z= 2 。 “C1 
= sin3 
证 明 二 为 
下 一 1 rl 
Dsin(it 2 )zsin > 一 了 L feosiz 一 cos(Gi 十 1 二 
了 一 站 i=0 7 


= (cosnz) /2— sin tT 


两 边 除 以 sin 也 即 得 (1) 式 . 
对 十 fELXT 一 3， J]), 如果 


TE ancosnrt psinnz) (2> 
3 二 1 


是 它 的 Fourier 级 数 , 则 它 的 前 十 1 项 的 部 分 和 
» 7 


1 sin (ut) 
So 一 二 Lf ett) + fa tt)], 
2 

由 引 理 1 前 % 个 So 的 平均 改 


Gas) =T {80s) 十 Si(z) 十 … 二 人 wa) 


二 2 2 
in 全 
1 a sim -gt 
-ma sin?< CFC tO FT] 
到 
A | KOU -+f rt a. Cs》 
此 处 
sin2 了 
= (4 
nsin? 地 


称 为 Fejtr 核 (函数 ), 这 是 一 些 非 负 的 个 函数 . 
引 理 2 对 任意 正 整 数 # 都 有 


1 fs 1 fr 可 
二 | Ke) a 一 去 | Kele) de -1. 


证 明 因 专 ,(2 是 避 函 数 , 第 一 个 等 式 足 显然 前 ， 注 邦 , 如 果 
了 (2) 二 1, 则 它 的 Fourier 系数 一 2 0 一 加 一 0 一 1 2 所 黄 
这 时 对 应 的 5.(7) 都 本 等 于 1， 于 是 0,(?) 三 1, nn 二 1,2,…， 从 再 
(3) 式 成 为 


1 2 F(t)-20 = 去 | Kt 三， 


中 FFI- 


证 完 ， 
利用 引 理 2, 对 于 任意 常数 0, 我 们 可 以 把 0;(2) 一 ec 写成 


oD es Bs| KA t+ 
-| 2eR et) 
-站 | KaCt){f(at 幻 十 jz 一 纺 一 2c} 二 . 


于 是 (2) 式 在 zx 点 是 否 可 C-1 求 和 的 问题 就 转化 成 了 是 否 有 常数 
人 使 


tim Kal tf Ca 1 FFE) 2 0 
的 问题 , 太 且 这 个 ec 就 是 (2) 式 在 该 点 的 C-1l 和 ， 再 注意 对 于 任意 
林 积 图 数 ptx), 任 省 常数 50， 
rr jig so 
RA 人 0 (a>00). 


2 


所 以 问题 交 在 于 是 否 有 常数 2 及 550 使 
lim| KaC{ f(r t) f(z) —20) di =0. 《5) 
属于 


我 们 还 可 以 把 (5) 式 化 为 


sia2 拉 
Um | est ts) 20) d=0. C6} 


引 理 3 如 果 对 于 任意 [>0, f(z) 都 在 [一 习 1j 上 可 积 ， 则 几 
有 各 对 所 有 的 > 都 有 
+ 272 。 


7 


二 1 * 一 一 一 ~ 
lm fs f(a) 1d 0 (7) 
凡是 使 (5) 式 成 立 的 点 都 称 为 J(x) 的 Lebesgue 点 . 


证 明 外 ”将 全 休 有 理 数 排 成 序列 
Ty Topsy Toy” 
对 每 一 ro | 厂 当 一 ?| 都 在 [一 六 熙 上 可 积 ，! 0， 所 以 有 测 魔 为 
零 的 子 集 和 W,, 使 EN。 时 ， 


pas) =| 7) 一 ra 到 


在 ?处 的 异 数 是 |f(?) 一 mn 第 五 章 $ 4 定理 人 ) 令 2 全 ww 峙 


m= 二 0。 我 们 来 开明 当 xEB 时 , (7) 式 成 立 ， 
设 e>0 是 给 定 的 常数 ， 取 ”nm 使 
[f(r)—rn| < 


fo lft f(r) 

S$) ft ral dt rn 一 Fo 

[1 

= 二 | 1 Fi -ral te 

C2 二 和) 一 F(X) +e. 

由 于 XENms IL 
FX) = 1im 

下 十 站 
因此 ， 


Tt fe) ral <e, 


中 我 们 假定 x2 所 到 有 限 全 . 
[1 村 3 


a 17Ge+ 昌 一 Fass2e 


注意 e>0 芷 意 , 即 知 (7) 式 成 立 ， 证 完 
注意 , 当 有 >0 时， 


再 | tf t)—2f (a) | 


二 下 | Net) ert lt) fe) 1 


= 1 fr td) fe -FG. 


斯 以 当 字 是 7 的 Lebesgue 点 时 ， 上 
lim ,| f(at +f)— —2f(2)' dt = (8) 
定理 1(Lebesgue) 如 果 了 EL 一 x #]), 则 了 x) 的 Fourier 
弘 数 (2) 在 f(7) 的 Lebesgue 点 处 可 -1 求 和 到 f(z). 


证 明 设 z 是 f(2) 的 Lebesgue 点 ,由 (8) 式 ,对 任意 。>0, 都 
可 取 >0, 使 0<%h<<#7 时 


oe| (f(s tt) + fe #2f Ce)| dt eh, (9) 
于 是 车 52>7， 4 使 二 <<， 则 由 不 等 式 sinz<4 当 0<z< 子 ， 
,inst 
bet + 2 a 


各 
1 sin st 


二 


17fCz 十 熙 十 FE 一 上 一 2F0z) | a 


玉 
pf +f 2 2) | dt 


=» 274 + 


2 ye 一 27(z) 1 


中 一 
<(3 ) ol 2 [er ort- 1g 


+ 二 | If (rete) Fr—t) 2f 7) | 


各 


了 二 1f(s+ +t mt —2f 0) a 


ra) et) tf 2f00) 1 a. 
no 
而 由 分 部 积分 公式 又 有 

下 ft fab) af) 1 


< 六 DBO) + entt 2e| 


<( 二 二 2a)e 


I 
玉江 


1 
国 此 
ft) Ce 一 -27 本 


1 
BR 


1 目下 一 . 
<( 了 +2+ 让 )e1 | ft + —2F (2) | 


>0,. (00), 
这 说 明 ( 匀 式 对 c= 二 了 (zf) 成 立 ， 从 而 级 数 (2) 在 点 可 C-l 求 和 到 
f(z).， 证 完 . : 
| 2 之 7 村。 


推论 1 如 果 f(z) 在 [一 x,xJ 上 可 积 ， 则 其 Fourier 级 数 (2 
在 [一 x, 41 上 几乎 处 处 可 C-l1 求 和 色 Fe)， 

证 明 结合 引 理 3 与 定理 1 即 得 . 

应 用 1 a 


二 ,Vs 27z， i m2 , Vs Zr, 


| 人 nay 
VT 


是 了 {50,1) 中 的 一 个 正规 直 交 基 座 的 简单 证 明 . 
推论 2 ”如 条 在 L0, 门 二 可 积 的 玖 数 f(x) 使 


人 fc 可 = (fe) eos Sade | fF (0) sin des0, - 
0 0 站 2 


R= 1,2, 3 
网 fz) 一 0 a.e. 于 [0,7]. 
证 明 如 令 


so) = 
则 容易 证 明 g(x) 是 "一 x, zx] 上 的 可 积 函 数 ,而 卫 
人 ear -| A Oe 


人 g(z)eosazdz| — 人 | fityeos a D0, 


一 六 近江， 


下 gsinnzde | 一 于 | f(sin 2 0d | = = 


因此 gx) 的 Fourier 系数 全 是 零 , 从 定理 1 便 知 g(x) 一 0 a.e. 于 
一 并) 从 而 
Frz) 一 0 a.e. 于 [0, 0]. 
”定理 2(Fejér) 如 果 托 研 全 一 7 有 并 上 在 < 处 在 《有 限 
的 ) 走 、 丰 极限 ， 则 7) 的 Fourier 级 数 在 2 点 可 -1 求 和 到 
，276 ， 


Cf (z+0) +f 5 0)1/2. 
证 明 ” 禄 作 习 题 ， 


习 是 


1 还 明定 关 2， 
2， 讨论 在 limf()= 土 史上 时 和 一 名 二 天 zz 一 0) < 《z 十 0 一 十 名 时 ， 
2 的 Fourier 级 数 在 了 点 的 C-1 可 和 情 帝 ， 


§3 工 !( 反 9 上 的 Eoeurier 变换 
1” Fourier 变换 及 其 反 注 公 葡 | 
在 前 两 节 中 ,我 们 总 是 计 论 以 2r 为 周期 的 卫 数 ， 对 于 一 般 以 
27 为 半期 人 拓 了 的 国 数 呢 ? 设 FEDI[ 一 2, 27), 令 


二 一 -， 一 7YSV， 
则 = 一 乞 2 函数 作 专 9) 过 然 以 2x 为 周期 ,在 一 定 条 件 下 ， 


fz) = )= + >) (a coang — Ph,sinng). 


ml 


这 里 


an 一 二 | 所 8 Jeosagay， =D, 1 2 


I 
8. 二 | A( 9)sinnydy, R12,3, 
由 y== 子 ? 再 返回 变量 %, 则 


f(2)— P+ Daneos T+ sin 3 , C1) 
前 面 的 ;Bs 便 也 可 改写 为 
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1 内 TT 工作 _ 
ao | Fryeos TT gr, ba 1{ fs)sin Td. 


设 242 二 31， 即 14= 忆 或 7 一 jz, 则 


f(z)=.% 十 FerosBst dusin ye) (2 
这 里 
1 名 人 加 
Ca ax| FD eo Pt b= (3) 
从 (2),(3) 两 式 可 得 


本 1 末了 1 "a 
Kya /Out Er, es 
现在 考 赛 非 周 期 的 fEL(R'). 注意 
1 站 i 
HD) MOR Es), 《全 
这 里 
w= pe) = ft)eostus Ce— 1g. 
仿 - 1 一 - Oo, 出 C44) 式 寿 瑞 第 一 项 趋 于 零 . 再 令 和 = 如 n+1 一 车 ns 机 上 
当 4 一 20 引起 A>0. (4) 式 右 端 第 二 项 一 Us) (un) 形 
=1 


式 上 党 不 多 就 是 销 数 wp{ 在 [0 cc) 上 的 积分 ， 于 是 我 们 可 以 狂 
想到 
TI 人” 
Ko 去 | 如 | fit)costu ce— 6) 1dt, 
团 通 常 所 说 的 Fourier 积分 公式 . 
注意 | _A(t)eosfxz 一 2 是 x 的 偶 范 数 ， 改 


= 


f(z)= 去 | | TE YcosCutt— 7) ] dt, 
而 | fC#) sinCu(t —2)] 是 蔚 的 奇 国 数 ， 政 - 


和 一 lim | | Fe Jsim[ st 一 2 到 ， 


1 0 
fn) 1 于 | ,| -De 本 
腺 
1 pe 
9g) =73| Tt)ed. 5) 


一 般 称 之 为 了 二) 的 Fourier 变换 ， 并 简 记 性 (wu)， 形 式 上 
Ko 一 hn | ‘5) 


称 为 (5) 式 的 了 ourier 北 变 换 ，() 式 和 (5) 式 仓 称 为 反 演 公 式 . 

现在 文献 上 类 于 Fourier 变换 的 定义 不 完全 一 致 ， 可 能 差 一 
个 常数 因子 。 例如 也 有 入 定义 Fa) 为 | ”_FCt)e- 或 | fz) 
et 千 等 ， 我 们 这 里 所 采取 的 定义 ， 好 外 在 丁 反 演 公 式 的 形状 
比较 对 称 . 

2”Dini 收效 素 件 下 的 反 演 公式 

基于 Fourier 变换 的 第 一 个 自然 的 问题 是 : 在 大 z) 的 什么 条 
件 卜 ，Fourier 积分 公式 或 者 说 反 沪 公式 成 立 ? 很 显然 这 相当 于 
Fourier 级 数 的 收 化 定理 ， 注 阁 


BA) = | 9 eh, 


相当 本 Fourier 级 数 的 部 分 和 ， 而 于 fEL'CR:)， 
.279 + 


sz 一 去 Eis | pe aa 


布 竟 无 穷 积 分 对 %E[ 一 二 至 收 语 ,下 
SCz)= | A Dil eo 


[和 i 


1r™ 8 
-| 区 ) 2 有 
人 id 一 二) 
一 /OP 
1[™ sin A# 
= | fd. 
当然 5,(z) 还 可 写成 
Sz) = Ft) + 入 必 ， 
0 i 
我 们 知道 
1 reint st .1 - 
| 2 
玻 


Sx(z)— 4=-L[ A+ i) tf (2—t) 24 sinAf 破 
一 十 了 2 
这 里 7 六 依次 是 0,6] 和 [186, 50) 上 的 积分 ， 对 于 
PAF E+ OI 1 —24, 


2 全 在 L6, co) 上 可 积 , 因 此 对 任 给 的 >0, 有 1 汪 0, 使 


1 "wi . 1 pit) 
id 4 |a<e 


对 这 国定 的 5， 由 Riemann-Lebesgue 引 理 (8f 定理 1) 应 有 加， 
使 当 AAo 时 ， 


+ 了 30。 


)》 inAt | [<e. 


1 1 

诗 权 
总 之 : 当 4 之 和 时 ,| 五 | 二 26, 亦 即 

lim Is 一 由 


2 十 十 中 


定理 1( 局 部 化 定理 ) 设 fELICR )， 4 是 一 个 常数 ， 则 
mm A?) 一 A4 的 充 要 条 件 是 有 5>>0, 使 
lim | eine 一 浊 .。 
推论 1(Dini) 设 拓 ZR! )， 若 有 -0 使 
fst) Herr so, 8]), 


则 


% 


lm Bs | feed =f(r). 


证 明 这 时 对 pCi)=f(x 二 引 一 f(z 一 修一 2f(2z) 有 2 全 < 
瑟 (L0.6]) ,页 由 了 Riemann-Lebesgue 定理 ， 
Tim m| 2 A ) sin 11 d=0. 


例 ”对 急速 下 降 的 函数 JEEI(RD， 其 Fourier 变换 14) 所 
可 以 不 属于 51C 民 !)， 例 如 


中 ”9 当 0， 
Kt)= be 在 别处 ， 
则 | 
lm _l 1 ” 
fo- 。 和 二 
显然 了 EL'(R'). 
既然 了 一 一 般 不 在 (一 co， co) 上 可 积 ， 前 述 反 演 公 式 一 般 不 能 
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写成 

Xi 一 -7 fwds, 
甚至 也 不 能 写成 

f(z)= lim .到 vr fu) eisgu. 


HE 


3”(C, 了 求 和 和 

和 Fourier 级 数 一 样 , 按 经 殿 意 义 收 敏 的 反 演 公式 问题 ,虽然 
往 自 然 , 但 进一步 的 研究 会 发 现 这 样 的 理论 将 遗 遇 到 很 天 的 困难 .。 
因而 必须 考察 各 种 广义 收 总 的 Fourier 变换 ， 下 面 且 介绍 一 种 历 
史上 最 于 出 现 也 最 自然 的 广 鞠 求 和 和 法， 


相当 “于 级 数 纪 a, 的 部 分 和 的 算术 平均 值 ， 对 于 积分 


及 = 一 


aw du( 不 必 牧 但), 相应 的 “部 分 和 "是 S(t)=| aa， 改 
相应 的 * 部 分 和 的 算术 平均 值 "自然 应 理解 为 于 | St) 双 。 
定义 1 如 果 tim 小 | SC 由 二 入 则 称 | aoma 接 Cl 


求 各 的 值 为 4 并 这 作 
《人 D 伍 qtu) dy = A. 


我 们 不 难 征明 ， 当 | a(w)qu 按 经 典 意 义 政 敏 到 4 时 ， 必 定 也 有 
《C， 9D| _a( 四 三 = 4 所 以 (C, 1 求 和 是 一 种 广义 收 僵 ， 
为 考察 二 计 -| 9(o)eteaa 的 (C, 巧 求 和 ， 取 前 壕 的 a(w) 
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为 -9(0eee, 则 相应 的 


从 而 


1 上 ， 
S(t)= -| gy ueiv* hy 
= ir  . | flE)e- vdE 
了 -上 /27 om 


=- 吉 | f(a5| ete-da. 


erst 2sint{x— Ey 
1 和 


| 


BC 一 | fas 


11” in 上 他 
一 | fz | 0D dn, 


六 一 工人 六 Ke 十 有 全 
了 | s (1) = zi an sinéndt. 


sin? 如 


[ singndt — (1— co8 7》 = 
t 分 


* 83 » 


刻 


了 | Sat=| f(z+ DD WD An. 


一 般 称 中, (7) 为 Fejér 核 , 它 具 有 性 质 : 
(i 多 (7) 为 韭 负 的 偶 孙 数 ; 
| Ban = 
Giiy 对 任 给 的 5>0， 
lim| ,PM an=0. TT 


oe | 图 11 
奸 实 上 (图 11) ,人 性质 全 是 显然 的 , 性 质 人 i 也 易 证 ,因为 


1 1 
PD a | —, n>0, 一 > 二 co 
7 ' ) 


至 于 性 质 { 记 ,从 1-eos2x 二 2sinsg 与 分 部 积分 法 
[EG :0) dr 5 ae 


| 


1— cos22 
2 


sin2%r 区 
| x 必 2° 


取 x 二 37， 则 


oy Es 2 
| ora = 二 | 一 让- 


” gsin?% 2 
= | aa ; 种 
0 名 


_ | | sin #1 1 


x ,x Tn 2? 


现在 册 性 质 ( 读 ， 即 | 2 (加 人 9 一 于 有 


fz)= | 2r(D .27 (2) dn, (7) 
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此 外 
.0 sin ?下 2 sin’ 2 
en 


“DF st =f it D+F IDn) an. 


由 (7) 态 | 
oa) fz)= | pm) Bn an (8) 
这 里 
{nm =f 十 刀 ) 十 六 一 只 一 27(z)， 
定理 2 设 了 E72RD), 则 


(CD fw ergy 17) 
的 充 必 条 件 是 存在 5>0, 使 


lim | PO Dm an 一 0 


证 明 从 (8) 式 ,了 37| ferrdu 按 (C，1) 求 和 到 f(z) 的 
充 要 条 休 是 
Jim (07)— Hz) = lim [pO Dn) dy =0. 
而 由 性 质 (iii) 


| “pm Db, CD ape | Dg 


+21f(2)1| B10)an 


->0 ( 当 Lo0). 
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因此 只 需 考 虑 积分 | (7)@:(7)49 的 极限 ,可 见 定理 成 立 . 
定理 3(Fejsr-Lebesgue) 设 feL'(R')， 车 5 是 f(z) 的 . 
Lebesgue 点 , 则 
1 一 本 由 更 -一 
(CD | ferrda = f(z). 
证 明 完全 与 Lebesgue 关于 Fourier 级 数 的 C-1 求 和 的 结 
果 ($2 定理 1) 相似. 
定理 4 若 了 和 了 都 属于 上 CR'), 则 
Ho- | Flea a. 6. 
证 明 因 (C,1) 求 和 是 经 典 的 Cauchy 收 例 的 推广 ,直击 定理 
3 僵 旨 本 定理 成 立 . 
推论 {唯一 性 定理 ) 车 了 =0, 则 (1)::0 a.e. 于 怕 '， 
4” Fourier 变换 的 极限 性 质 
设 了 EARD, 队 


fz)= | f(tye-ttd, 


易 见 
-一 1 pr - 1 全 下 
fs ND dah 
这 里 
Hh = | FD. 
于 是 立即 人 恒 有 


定理 5 对 手记 六 ED 了 RD 一 1 2 3 …， 刀 | 果 | 志 一 月 :一 0 
《8->cc)， 则 了 (oz) 在 及 ! 上 一 致 地 趋 十 jx). 

又 显然 
人 2864 


2r [jsth)— fz)! = fli)e- (oe-0—1) a 


上 
[le 党 一 HG 本 
= je 全 一 IC 可 
+({ emi lf 
| 


le-'at— 11ifC)1 at) 
一 7 J. 
对 任 给 定 。>0, 当 1 充分 大 时 ， 
21a 2 et, 


而 limm 一 0， 改 知 瞩 =) 是 的 连续 国 数 . 


请 闻 作 ee 


定理 8 车 ERD), 则 部 z) 是 在 及 ' 上 连续 的 并 且 
limf(z)=0. (9) 


证 明 只 需要 证 明 (9) 式 、 注 意 
Va fs)=| fe t (| f(t)e- mg 
二 | feu) 
=Ji+ J 
对 任意 > 0, 当 充分 大 时 ， 
EAA LM 
而 由 Riemamn-Lebesgue 引 理 (31 定 更 1)，limT = 0， 族 (9) 式 


成 立 . 
5” 微分 运算 
* 了 7 « 


定义 从 荆 !(( 有 RD 到 民 : 上 的 连续 函数 空间 的 变换 祈 : 
老成 上 一 大 了 )， feLi(R'). 
现 设 pg 和 ww' 都 在 DCRD 内 ,上 且 ww 是 p' 的 不 定 积 分 ; 即 


gw(z) 一 CT pa 
因为 wD CR')， 三 | p(t) 收 贫 ， 从 而 lim pg(z) 存 在 .而 
pe5( 有 RD ,所 以 
(人 
同样 也 有 lim pz) 一 0 
由 分 部 积分 公式 
Fp! - 7] g'(t)e-istg 


2 
一 sz (PD em 二 p(t)e-mg) 


=iw | P(e, 
这 样 我 们 就 得 到 
定理 7 如 果 % 是 p' 的 不 定 积分 ,p 和 9 都 属于 ZC(R'), 则 
Fp i yp. 
反复 运用 这 个 公式 , 如 果 wp -?? 都 是 pg 中 的 不 定 积 分 (二 1， 
2 mR P=) PIE ROTFE=0,1,., mm), 
Fp Fp, § 0,1,",m, (10) 
这 个 公式 党 用 于 求解 常 系数 线性 仿 微 分 方程 , 
如 果 Pt 与 12 都 在 五 (下 中 , 则 对 于 


1 + 
Pu) Fp = | pt)e-md, 


因 右 端的 积分 甘于 % 一 致 地 绝对 收 钙 ,大 可 在 积分 号 下 取 导 数 
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得 到 
b=B) -itipCt)e md 
Fp). 
和 
二 
i P = {twm), 
肥 复 运用 此 式 , 则 有 
定理 8 如 困 gptt),pC2D 人) 都 在 三 《及 必 内 ,出 
Fp F(ty), Fe0, 1 ees m. (11) 


前 面 的 结果 , 实际 上 说 明了 原 函 数 p(ti) 的 光滑 程度 与 席 磊 这 
度 对 gq 的 影响 ， 仔 细 点 讲 , 定理 7 与 (10) 式 是 说 ， 原 隔 数 愈 光 
渍 , 即 pp; ,Pp 都 属于 十 ( 有 RD; 则 玫 g 是 居于 如 的 有 界 陪 
数 , 从 而 

[pe ul), 
即 gq 守 减 得 租 快 ， 了 p84 人 pp 者 加 于 (RR!')。 定理 
3 则 是 说 : 原 郴 数 误 减 得 合 快 , 即 p, tp(t),…, "p(t) 都 在 D1(R') 
中 , 则 字 p 愈 光滑 ， 它 将 有 直到 台阶 的 导数 ， 并 且 这 些 和 导数 都 在 
及 : 上 连续 且 有 界 . 
6”Li(R') 中 函数 的 痪 积 


设 
pH) Shove, p(t)= Dpyer 
的 吉 端 级 数 都 绝对 收敛, 则 


Ce 


g(t PE ( Sp je 


= 一 


ss 289 4% 


te 


Op ptt rp. 


抽 对 应 于 g(t)$C 站 的 Fourier 系数 为 


Y， 全 an- ce. 


引 理 1 车 也 gEZ2(RD， 风 
rz) 一 | fg 
刀 乎 对 - - 切 了 存在 县 rEELRT)， 
证 明 根据 第 五 章 §3 的 例 ， 易 见 f(z 一 上 9( 纪 是 Rs 上 的 可 
浏 荡 数 , 而 iE5); 9(2)) 一 { 9(t)>>a} x 及 !， 所 以 g() 也 是 
Rs* 上 的 可 测 函 数 ,于 是 f(x 一 4)9g(1) 为 民 * 上 的 可 测 函 数 ,又 
[WANA A 
< 一 +co， 
坝 [lf ut a. e. 
即 f(z 一 引 9(t) 几 平 对 一 切 z 都 是 + 的 可 积 函 数 ， 又 由 Fubini 定 
理 及 . 
few ff 9. 


知 
"Cz)=| f(r) gt) 
还 是 在 有 上 可 积 . 
定义 2 对 方 9EZ(RD， 称 
"Cz)= | f(t gt) 
为 了 与 9 的 佑 积 (Convolution), 记 作 fxg. 


定理 9 浴 积 运算 是 交换 的 ,结合 的 ， 妈 于 了 ,yhEL1(R') 有 
fro=g9*f. 


* 2930。 


Et 


(frg) sh =fr(grh). 
证 明 出 变 显 坏 换 , 型 然 


上 Fr) 9 a -| f(s) g(r— sds. 


这 涪 明 交换 律 成 立 ， 同 样 用 变量 赫 换 可 结合 和 


定理 10 若 f,gEzR), 则 
AD 
证 明 显然 


lfrol, =| az|f fz—t)g0 a | 
<| zz fiat) dt 


=| sola #620 1ar=tgh Hh. 


定理 11 车 f,gELR'), 则 
(f+g) “一 AT 
证 明 设 r(z) 一 frg， 则 


f(z) = | re-mas 


1 ”am 


ar) a) fg 


1 om 0 
= 了 | rw _ f(t— uy)e-irsd 


= 了 到 | (oo fv)e-irmtn gy 
1 


一 ~ 一 皇 生 王 了 "™ ， 
7 到 | (os du Fr| Hereeey .Van 


= 2x 9(7) .f(z), 
” .站 名 


证 完 . . 
由 定理 4 的 推论 六 > 了 是 一 对 一 的 映射 ,显然 
THD OWRD = FOTO ECE). 


由 定理 11， 
FE) = 
和 再 由 定理 11， 
CF) Lf (gD 
于 是 


(frg) wh= f*(g*h). 
间 样 , 世 容 易 从 定理 11 得 到 卷 积 运 算 的 交换 律 f+*9 一 gx*f. 

本 米 也 (有 RD) 只 是 一 个 赋 范 的 线 狂 空间 。 引进 卷 积 表示 在 五 
中 添加 了 彝 兴 运算 ， 于 是 王 ( 及 ) 就 起 了 一 个 代数 . 但 是 这 寻 代 数 
对 于 乘 靶 灯 说 没有 单位 元 .因为 若 谈 工 中 有 单位 元 e, 则 

e+ 了 (feEL') : (12) 
特别 是 应 有 
&* 
出 定理 11， 
在 一 【exe) 一 Sxé'é, 


从 而 6=0 或 - 方 -， 由 定理 6,e 在 及 ' 上 是 连续 的 且 lime(o) 一 0 


所 以 E(2) 二 中 从 而 el(x) 二 0a.6. 于 民 !'. 这样 对 于 非 零 的 六 (12) 
起 就 不 可 能 成 立 了 ， 
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§4 工 :( 有 只) 上 的 了 ourier 变换 


由 于 并 非 一 切 帮 玉 ( 有 RD 都 在 肥 ! 上 可 积 ,所 以 § 3 的 理论 一 
般 不 能 适用 于 (RJ) 中 的 函数 ， 对 于 研 巴 (及 9 来 说 ， 甚 至 什么 
是 它 的 Fourier 变换 都 需要 加 以 说 明 . 我 们 将 会 看 到 , 正如 
严 人 [一 rz 了 上 的 Fonrier 级 数理 论 一 样 ,Feurier 变换 的 矿 理论 
也 是 独特 的 , 比 之 其 他 5? 理论 都 整齐 得 多 . 

1 (RR') 上 的 西 算 子 

根据 第 六 举 8 2 的 讨论 ,在 严 ( 了 及) 中 可 以 引进 内 积 ， 于 是 我 
们 使 这 以 把 线性 代数 学 中 西 矩 阵 大 念 礁 广 到 亚 { 有 0) 上 来 . 设 刀 是 
LL (R11) 上 的 一 个 线性 变换 , 变 L*( 民 ') 为 整个 素 (R7), 即 

CRD)=0C2CRD)) 全 {9g; 存 在 fEECOR), 使 g 一 0 用)， 
和 如果 对 一 切 ,9EL*(R1') 都 有 

Uf Ug)=(f, 9g}, 
则 称 召 为 L*( 民 ') 上 的 酉 算 子 ， 这 时 对 一 切 JfEL?(R'), 都 有 
VA=v<Uf 0 =~v<h fi 
一 般 说 来 ,如 果 玉 是 7(R') 上 的 线性 变换 ,对 一 切 fED(R') 都 有 
17f1= Fl, 

则 称 T 为 L:(R') 上 的 保 范 算 子 ， 酚 算 于 都 丰 保 范 算 子 ， 反 之 ,如 
果 玉 是 保 总 算 子 并 且 变 5*( 眉 ') 为 整个 严 (R)， 则 入 一 定 是 西 算 
子 , 因为 对 任意 户 9E 严 (了 5 都 有 


Yhro VD 


iV ti il ig) 人 
= {f+g)— lf gl thf+tigl—illi—igl’} 
=<1,9>. 
以 下 我 们 要 定 交 I(R') 上 的 Fourier 变换 并 证 明 这 个 变换 
-29 了 。 


:是 (RR') 上 的 酉 算 子 . 
2” Plancherel 定理 
定理 1 若 JELRD, 出 


HW Am Bo fe 


存在 并 且 有 所 谓 Parseval 公式 
{= 0. 
证 明 分 儿 个 步 坚 进行 ， 
一 ) 设 peo (2?) 为 区 间 (C6; 杷 的 示 性 函数 ,长 综 由 一 若 9 cosr) 
生成 的 线性 于 空间 六 ， 往 证 Parseval 公式 在 了 上 上 成立， 
由 直接 计算 


1 区 . 
多 Cap) 一 亏 一 | e's 
~ 2 


i 1 
-J ee ). 
:和 句 后 
Cea’ Pia))—B| (ete) (0 ee) dau 
一 1 [”1 itd-b}y 一 站 } ito—b)u 让 一 人 一 
一 六 六 [Le -一 尼 一 白 |e Ce di¥, 
注意 
生 eis pidk “ cosay— cos Hy 
| dn | pu 
= 全 { 一 cos 间 t) 一 (一 cosGt da 
a 2 " 
得 分 部 积分 法 ， 
(Mt 
Dp 如 0 损 


2 学 。 


上 二 | 


es ,+| nu ja 


sin |o |¥ 
一 人 一 。 
=lzl|. 本 一己 lox 


才 
广 和 d= 81- jw])=， 
设 (o, 芒 ， (es 四 如 图 12 所 了 未, 则 
a 二 三 
图 12 


《goopgtoo ?一 二 [Ce 一 中 一 12 一 5 十 (Jo 一 引 一 [e 一 al)]r 


= 去 [Cd 一 四 一 (一 六) 二 (一 9 一 (ec 一 9)] 


=4[(6 a)+ (60) + (a—0)] 
be 
于 是 
CD00 Pena ?= Pnps Pody 7 (1) 


《fp 十 名 Bit) SY pi py 


jj=1 
2 


-之 Pi pi?= Pi Pa $i p> 


从 鹿 对 一 切 1 ,9E 吕 都 有 
《六 9 一 《六 9 
(二 》 往 这 Parseval 公式 对 支 集 有 界 〈“ 曙 在 一 有 限 区 间 外 昼 
等 上 零 ) 的 函数 成 立 ， 设 geIRD) 且 当 [x| 六 fe 时 ，g(#)=0. 取 
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Fx 人 ,使 当 |z| 尝 # 时 ,gn(7) 一 0,7 二 1, 3 yy 打 
limlg, —gl=0. 
由 Schwartz 不 等 式 


le 一 go=| 190) —ga Cr) [de 


< 90) -9 (01 dr 
—0. (R00). 
从 853 定理 5, 可 见 杂 (四 在 其 ! 上 一 致 地 赵 于 8 . 


从 (一 )， | 六 一 Ym = 1 9 一 8。 已 知 {94} 到 CRD) 中 的 若 
本 序列 , 故 { 名 -1 也 是 二 (及 77 中 的 基本 序列 , 设 pm 加 一 2 前 面 


已 证 
limg, (aa = gu). 
由 第 六 章 $ 1 定理 4,8() 二 p(4) a.6,， 寺 是 ELC(R!)， 再 四 第 
六 章 $2 定理 1， 
(1900 1 d= in| [9 G0) ?a 


=lim| tgaCo) lar=| gC) lds. 


(三 ) 最 后 ,对 一 - 般 的 FE 王 ( 了 9, 了 到 
好 (8 当 iY 
i0， ”在 别处 . 
删 lim 1 一 所 二 0。 由 已 证 明之 (二)， 
f= ff = fl [2》 
从 第 二 式 可 见 


fa (2) = 


1 " -Eft 
fn Cu) = 了 | foe 全 
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是 严 ( 及 7 中 的 基本 序列 ,所 以 应 平 皮 平 均 收效 于 其 个 %E 下 (RD 
笛 (23) 式 之 第 一 式 , 且 有 es 


[Dau lim| fC |? au 
im fae= | Nf) ?dz, 


抽 于 已 定义 了 = 功 ,可见 定理 成 立 ， 
定义 1 对 十 了 EL(R')， 人 的 Fourier 变换 为 
iW = Him 7 -[ aye-erda 


定理 2 对 jELi(RONE (Ri ) 两 种 Fourier 变换 的 定义 是 
一 致 的 ， 即 


im) fom | fe meds (3) 
证 明 ”因为 上 式 右 端 即 
入 六 章 $1 定 再 4 即 知 (5) 及 记 六 

对 于 fg9E11CR'), 由 王 


| az 人 (fiw) gCu) | du 
=| lf) laz| 1 glu) [du eo, 
报 据 Fubini 定理 人 情 知 
| fogear=| gauss| fods 


- 


oe 1 -i 下 
一 | f(r) gle "du 


= | fg rus C0) 
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TT EE em 四 
Tr pee pp pe tt 


于 于 了 ,9EZAR!), 我 们 也 有 下 述 
定理 3 (Parseval 关系 ) 洛 f,gs2(RD)， 二 


fF = 9», , 
即 {fg a= F900an. 
证 明 令 
fo) = he R=1,2,3,.." 
ge =f) 在 m=1,2, 和 


则 疡 ,gs 到 (RD， 由 (生起 ， 
jg du fo (gr) de 
注意 
limlf.—fl=0, limlgn—91=0, 


由 Parseval 公式 知 


limlf, —f 一 0， limlgn—91 =0. | 


于 是 由 第 六 章 $2 定理 1， 
[fg = F009 0a 
再 令 mm->co， 便 得 
| .Forcoma= 人 Fogcoeu 
证 完 . 
对 于 某 些 fEL'(R), 由 3,1° 中 的 反 演 公式 有 
f(2)=37| ferradu 
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1 mm ~- 
5) ee 3 


和 了 CZ) 二 (Ca))^. 以 下 我 们 来 证 明 这 个 等 式 对 一 切 JELAXR!) 都 


基 成 立 的 ， | 
引 理 1 对 于 fED(R'), 若 g= 玫 则 了 一 9. 
证 明 注意 
Cf—9,7—0= ,0 — 0, 7+ 《5) 


而 由 定理 3, 《< 所 下 =(f,9), 现 在 9 一 了 天 
Cf 0 =f, 7 >=18h, 
C9,7)= ,9 =1f, 
又 全 Parseval 公式 ， 
ol = gl*= F=f 
故 (5) 式 布 端 为 零 ， 从 而 上 一 让 =0, 所 以 于 :- 放 ， 证 完 ， 
定理 4 算 子 UV/ = 了 的 象 DZ2( 肥 9) 是 整个 空间 亚 ( 有 0， 
证 明 人 尾 给 内 六 ( 及 7， 当 然 息 严 (及 小. 在 引 理 1 中, 取 下 = 
五 则 于 9= 巷 玉 CRD 有 少 = 了 = 即 Vg~h， 证 毕 . 
据 定 理 4， 定 理 1 及 1* 中 的 说 明 可 见 Uf 一 了 是 亚 (RD 上 的 
机 算 工 ， 
定理 5( 反 演 公 营 ) 对 于 fEICR'), 有 
f(r)= gim| -7 并 Dee 


证 明 由 引 理 1,9= 子 有 


j=9- Lim) De 


一 5im | Ft ye-inidt 
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-Zim 让-| ferrdt, 


两 也 取 共 园 即 得 . 
综合 以 上 的 讨论 便 得 


Plancherel 定理 (1910). 


有 
ja 
而 且 
上 全 1 


了 人 加 。 


车 在 瑚 (及 由 于 
f= Zn 如 | f(z)e-itrdr, 
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按 汉 语 拼 音字 异 顺 序 排列 、 罗 
马 字 表 章 , 阿拉 人 悄 数 字 表 节 ， 侗 括号 
内 数 宁 站 习题 


闭 生 
变量 替换 公式 
Borel 集合 


不 等 式 


Bessel~ 


II1. 2. 
,5， 
I1, 2. 


YI. 2, 


Brown-Minkowski~ III. 3, 已 


Halder~ VI. 1. 
Minkowski~ YL, 1, 
不 汪 和 分 VY. 4. 
不 可 测 集 合 I1I.2. 
部 分 序 尝 YI. 3. 
忆 
antor 条 全 I1. 2, 
Carathéodory 条 件 III.2. 
测度 IIT. 2. 及 5. 
测度 空间 了 5 
Chebyskev-Hermite 函数 YI 3， 
莱 知 测度 IIL, 4,Y.5, 
{CC-1) 米 和 YIl.2. 点 3， 
着 积 YII. 3$, 
D 
黎 度 绝对 过 续 Y. 2. 
点 人 能 
一 的 闭 包 II. 


2| 


“一 一 TY 


~ 的 边界 点 II. 1. 
一 的 导 柴 . 工 . 
一 的 内 点 JI 1. 
飞 的 狐 立 点 II.1. 
一 的 认 点 II. 1. 
定理 
Bernstein~ 工 . 2. 
Bolzano- Weiersttass—~ II.1. 
Borel 有 限 东 次 ~- II. 2. 
Cauchy 第 -极限 ~ YIT, 2, 
正如 Orov 一 - TY. 2. 
Fubini~ 2. 
缚 鼓手 ~~ TIE. 8. 


Lebespgue ~ IY. 4.¥, 4, YII. . 


Lebesgue 版 椒 一 YY.2. 
Lebesgue 控制 收 襄 一 VY.2. 
Levi~ VY. 1. 
Lindelof ~ II 2. 全 
Parseval ~ TI,2. 
Plancherel~ YII, 4. 
Radon- Nikodym~ 和 各 
及 jesz~- IY. 4. 
Riesz-Fisher~ YT. 2. 
Vitali~ VY. 4. 
Vitali 材 革 ~ T.4. 
Dirichlet 核 YII.1. 
F 

范 数 YI. 1. 
. S03 * 


Ti p+ a 


非 局 部 列 紧 性 
分 部 积分 公式 
分 划 

对 闭 系统 
Fej6T 楼 
Fourier 变换 
于 ourisT 级 数 
符号 测度 


拆 模 所 
扳 立 集 

H 
Hausderff 准 数 
Hausdorff 测度 


一 的 口 - 环 

局 序 列 的 上 ,不 极限 

一 序列 的 极限 

一 的 域 
基本 序列 
Jordan-Hahn 分 解 
匈 对 连续 


a DF。 


YI.1. 

Y. 4, 

Y. 1， 

YI, 2. 
TII, 2. 
YII. 3. 太 4. 
YII.1 及 2. 
Y. 5. 


li.1. 
工 I- 1 


HH Fa 
a 
HH 
OT el 


Dw 


[| 
所 
上 De | 
HmROpt 
PIP 


开 集 
可 测 函 数 
可 测 集 合 
可 测 炬 形 
可 分 离 性 
可 积 
可 数 集 合 

| LL 
Lebesgue 虑 
Lebesgue-Stielt jes 测 府 
Lebesgue-Stieltjes 和 分 
Legendre 党 项 式 


离 斤 集 
连续 
分 城 
P 
2- 进位 表 数 法 
下 -太平 均 政 部 
Parseval 公式 
Q 
全 序 集 
全 变 差 
R 
Riemann 林 条 的 条件 
名 
三 角 系 统 
Vv 
Witali 禾 盖 
Ww 
完备 集 
完 洗 系统 


Flt 


td 


竞 备 汕 诬 IIT. 5. | 引 双 

完全 可 如 III.1. Fatou~ T. 

完全 可 加 集合 函数 tII. 5， Rismann-Lebesgue~ YII. 1. 

外 测度 III. 1. 及 5， ZOITTN~ YI. 3. 

无 处 稠密 II.2. | 右上 (下 ) 导 导数 VY. 和 
五 有 界 变 差 瘟 数 下 和 

选择 公理 YI,3. | 余人 第 I. 1. 
YY 也 

藤 测 度 疏 部 IY. 4.! 左上 (下 ) 导 数 Y.4 
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